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UNE PROPRIETE DE GEOMETRIE
ELEMENTAIRE DES NGEUDS

J.-P. Otal

Introduction

On définit un neud comme I'image du cercle S' par
une application continue, injective f : S! — R?;
autrement dit, c’est une courbe sans point double
tracée dans I’espace euclidien R®. On dit qu’un neeud
est trivial si application f qui le définit se prolonge
en une application du disque D?* — R?, continue et
injective : un noeud trivial est donc un nceud qui borde
un disque plongé de R3. L’existence de nceuds non
triviaux n’est pas évidente ; I'outil le plus simple pour
I’établir est le groupe fondamental du complémentaire
du noeud. On peut montrer ainsi que le neud de tréfie
(Figure 1) n’est pas trivial (¢f. [Rol], [Fox]).

Figure 1 : Le nceud de trefle

Dans ce petit article, nous allons étudier la position
d’un noeud K par rapport aux droites de l’espace
affine R?.

Nous considererons dans la suite des neeuds polygo-
nauz, c¢’est-a-dire des noeuds qui sont la réunion d’un
nombre fini de segments de droites.

Une quadrisécante (resp. trisécante) du nocud K est
une droite qui intersecte K en 4 (resp. 3) points, qui
ne sont pas tous contenus dans la méme aréte de K.

THEOREME 1. Un neeud polygonal non trivial posséde
au moins une quadrisécante.

Ce résultat a été obtenu par Erika Pannwitz [Pan]
dans sa these (Berlin, 1933). C’est un cas particulier
d’un de ses résultats principaux qui donne un mino-
rant pour le nombre de quadrisécantes d'un nceud K
en termes de son nombre gordien, i.e. le plus pe-
tit nombre de changements de croisements dans une
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projection de K qui transforme K en le noeud trivial
[BoW].

Nous allons présenter les étapes de la démonstration
de ce théoreme. Nous donnerons pour terminer une
application a I’étude des surfaces algébriques réelles,
découverte récemment par Greg Kuperberg [Kup].

1 Le lemme de Dehn

Nous aurons besoin d’un critere de trivialité pour un
nceud de R®. Un disque de Dehn pour un noeud K,
est une application continue du disque F : D? — R?
telle que :

1. F(0D?) = K et F~(K) = 0D?;
2. la restriction F : §D? — K est homotope & un
plongement.

La derniere propriété équivaut a dire que le degré de la
restriction F’ |8D2 est 1. Un des principaux résultats
de topologie de dimension 3 est le lemme suivant.

LEMME (DEHN). Si un noeud K a un disque de
Dehn, alors c’est un neud trivial.

Cet énoncé est dit a Max Dehn qui en avait donné
une démonstration incomplete en 1910. Un « trou »
a été découvert par Helmut Kneser en 1929.... Il a
fallu attendre 1957 [Pap|, pour en voir apparaitre la
premiere démonstration par Papakyriakopoulos (voir
aussi [Hem] et [Jac]). Nous utiliserons ce résultat sans
le démontrer ; retenons-en que pour reconnaitre qu’un
neeud K est trivial, il suffit de voir qu’il borde un
disque K qui ne recoupe pas K. C’est souvent bien
plus facile & mettre en évidence qu’'un disque plongé
bordé par K.

La démonstration du théoreme 1 procede par contra-
diction : I’absence de quadrisécantes pour un nceud
nous permettra de construire un disque de Dehn.
Mais, pourquoi s’intéresser aux quadrisécantes ? Evi-
demment un nceud (trivial ou pas) a beaucoup de
bisécantes : par deux points du nceud, il passe une
droite.

Par contre, un nceud contenu dans un plan de R3,
et qui borde un convexe, n’aura pas de trisécantes.
Toutefois, on a :

PROPOSITION 1. Soit K un neud polygonal non tri-
vial ; alors K posséde une trisécante.

DEMONSTRATION. Raisonnons par l’absurde et fix-
ons un point p € K contenu dans une aréte k de
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K. On remarque que si le nceud K n’a pas de
trisécantes, deux segments pq, pq’, ou q et ¢’ sont des
points distincts contenus dans I’adhérence de K — k
s’intersectent uniquement au point p. Alors la réunion
de ces segments est un disque plongé bordé par K :
ceci signifie que le noeud K est trivial. 1

2 L’espace des trisécantes d’un noeud
polygonal

Pour démontrer le théoreme 1, nous commencerons
par décrire I'espace des trisécantes du noeud K.

L’espace des droites orientées de R® porte une topolo-
gie naturelle ; nous munirons l’espace des trisécantes
de la topologie induite.

Hypothése de position générale

Pour simplifier I’étude, nous supposerons que K est
un nceud polygonal en « position générale » : dans
notre cas, ceci signifie qu’aucun quadruplet de som-
mets ;iistincts de K n’est contenu dans un méme plan
de R”.

Soit d une trisécante de K. L’hypotheése de posi-
tion générale entraine que deux de ces trois points
d’intersection ne sont pas contenus dans une méme
aréte. En effet, dans le cas contraire, le troisieme est
contenu dans une autre aréte (par définition du mot
« trisécante »), et celle-ci est forcément disjointe de
la premiere; ces deux sont alors coplanaires. Donc
les trois points d’intersection pi, p2 et ps de d avec
K sont contenus dans des arétes distinctes ki1, ko et
k3. Pour étudier les trisécantes voisines de d, nous
allons considérer deux cas selon les positions relatives
des droites D; qui contiennent les segments ;.

ler cas. Les droites Dy et Dy sont coplanaires

D’apres ’hypothese de position générale, on a alors :
D1NDy = k1Nky = p. Les trisécantes qui rencontrent
chaque segment x; sont donc les droites passant par le
point d’intersection ¢ de k3 avec le plan < Dy, Dy >
qui intersectent les deux segments k1, ko. Notons
A(K1, ke, k3) 'ensemble de ces droites; on voit faci-
lement que l'application d € A(ky, ke, k3) — d N K;
est un homéomorphisme sur un segment, fermé si le
point ¢ €< D1, Dy > est « entre » les droites D1 et
D5, ouvert d’un co6té sinon.

2éme cas. Deux quelconques des droites D; ne sont
pas coplanaires.
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Pour étudier ce cas, le plus commode est d’utiliser la
quadrique affine qui contient les droites D;. En ef-
fet, il existe une forme quadratique affine sur R® dont
le lieu des zéros contient les trois droites D;. Pour
voir cela, on identifie Pespace affine R® & I'hyperplan
{t =1} € R* et on se donne 3 triplets de points sur
chacune des droites D; ; puisque ’espace des formes
quadratiques est de dimension 10, il existe alors une
forme quadratique non nulle Q sur R* qui s’annule
sur ces neufs points; par restriction & I’hyperplan
{t = 1}, @ définit une forme quadratique affine ¢ sur
R3. Sur chaque droite D;, cette forme ¢ est identique-
ment nulle puisqu’elle s’annule en trois points; pour
la méme raison, elle est identiquement nulle sur toute
droite qui coupe chacune des D;. Donc, toutes les
droites qui intersectent chaque droite D; sont conte-
nues dans la quadrique ¢~*(0). Puisque deux quel-
conques des droites D; ne sont pas coplanaires, dans
I'espace vectoriel R, la forme Q est non dégénérée et
sa signature est (2,2).

Pour une forme quadratique de ce type, ’ensemble
des plans isotropes de R* se décompose en deux
familles naturelles disjointes [Ber], avec les propriétés
suivantes :

1. chaque droite isotrope de R* est contenue dans
exactement un plan de chaque famille ;

2. deux plans contenus respectivement dans ces
deux familles ont une intersection non triviale.

La trace d’un tel plan isotrope sur le sous-espace {t =
1} est une droite affine contenue dans la quadrique
q~1(0). La traduction des propriétés des deux familles
de sous-espaces isotropes donne que chaque famille
de droites fournit un « réglage » de ¢~ *(0); l'un de
ces réglages contient les droites D;, 'autre, celui qui
nous intéresse ici, contient les droites qui intersectent
chacune des droites D;. La propriété 2 ci-dessus
signifie que par chaque point de 'une des droites D,
il passe une droite coupant Dy, Dy et D3 ; celles de
ces droites qui coupent les trois segments k; forment
un intervalle, intersection de trois intervalles fermés.

Donc, dans ce cas aussi, Uensemble A(kq, ko, k3) est
homéomorphe & un intervalle fermé, éventuellement
réduit a un point; les extrémités de cet intervalle
correspondent a des droites qui passent par I'une des
extrémités d’un intervalle x;, et d'un seul, d’apres
I’hypothese de position générale.
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3 Démonstration du théoréme 1

Par deux points distincts du noeud K, il passe une
unique droite orientée de R3. L’espace des cou-
ples de points distincts de K est un anneau ou-
vert, homéomorphe au complémentaire de la diago-
nale dans K x K. On compactifiera cet anneau en
un anneau fermé A : le bord de A est formé de deux
copies Kt et K~ de K, une suite (z;,;) tend vers
le point p* (resp. p~) si z; et y; tendent vers p et
si, pour ¢ suffisamment grand, x; est & droite (resp. &
gauche) de y;, une orientation de K étant fixée.

Notons maintenant 7 C A ’ensemble des couples
distincts (p,q) tels que le segment pq intersecte le
nceud K dans son intérieur de sorte que la droite (pq)
soit une trisécante de K. Par définition, 7 est contenu
dans l'intérieur de A.

LEMME 1. Supposons que le neud K n’a pas de qua-
drisécante ; alors T est une réunion disjointe de cer-
cles plongés dans lintérieur de A.

DEMONSTRATION. Soit (p1,p2) € 7. Il existe un
point ps € K contenu dans l'intérieur du segment
p1p2. Notons k; 'aréte de K qui contient le point p;.

D’aprés la description des ensembles A(kq, K2, K3)
faite dans le paragraphe 2, la droite pips corres-
pond a une droite dans [’intérieur de l’intervalle
A(k1, k2, Kk3), & moins que I'un des points p; soit un
sommet du nceud K.

Supposons dans un premier temps qu’aucun des
points p; n’est un sommet de K. Alors les droites
p'p"” € A(k1, ko, k3) voisines de pips intersectent K
en trois points : deux de ces points sont proches du
couple (p1, p2) et Pautre, proche du point ps, est dans
I'intérieur du segment (p’p’’). Done, le point (pi,p2)
est dans l'intérieur d’un intervalle contenu dans 7.

Si le point p;, par exemple, est un sommet de
K, la droite pips correspond & une extrémité de
A(k1, k2, k3), et le couple (p1, p2) est Pextrémité d’un
intervalle contenu dans 7', par le méme argument que
précédemment. Soit ] Paréte de K, autre que k1 qui
passe par p; ; alors, A(k], ke, k3) est un intervalle non
dégénéré dont une extrémité correspond a la droite
p1p2. Comme ci-dessus, 'ordre est constant, de sorte
que si d' € A(k], k2, k3) le couple (d' N Ky, d' N ka)
appartient a 7. On voit facilement que I’application
ainsi définie est injective, son image est un intervalle
qui se recolle a 'intervalle précédent en un voisinage
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de (p1,p2) homéomorphe & un intervalle. Donc, tout
point de 7 appartient & un intervalle contenu dans 7 .

Puisque le noeud K n’a pas de quadrisécante, chaque
couple (p1,p2) € 7 définit de maniére unique un point
ps dans lintérieur du segment pips. Donc, chaque
point de 7 possede un voisinage homéomorphe & un
intervalle : 7T est une variété topologique de dimension
1.

Remarquons aussi que 7 est fermé dans A : cha-
que trisécante est contenue dans I'un des intervalles
A(ky, ko, ks) ; ceux-ci sont en nombre fini et fermés
dans notre cas. Donc 7 est compact : 7 est homéo-
morphe a une réunion finie de cercles disjoints plongés
dans A. Par définition, 7 est contenu dans I'intérieur
de A. 1

Le théoreme 1 découlera des deux lemmes suivants :

LEMME 2. Soit C C R"™ un compact; alors il existe
un point de C' qui n’est pas contenu dans lintérieur
d’un segment dont les extrémités sont dans C.

DEMONSTRATION. Soit a et b deux points qui maxi-
misent sur le compact C x C la fonction distance
d(.,.); alors chacun de ces points vérifie les conclu-
sions du lemme ci-dessus. En effet dans le cas
contraire, a par exemple serait « entre » deux points ¢
et d de K ; mais alors, 'une des deux distances d(c, b)
ou d(d, b) serait supérieure strictement a d(a, b). 1

LEMME 3. L’espace T contient une composante
connexe qui n’est pas homotope a 0 dans l’anneau A.

DEMONSTRATION. Dire qu’une courbe fermée plon-
gée v dans A n’est pas homotope a 0 revient a dire
que les deux courbes de dA sont dans des compo-
santes connexes différentes du complémentaire de ~.
Pour montrer le lemme ci-dessus, il nous suffit donc
de voir que les composantes de 0.A sont dans des com-
posantes connexes distinctes de A — 7 ; ceci équivaut
a montrer que tout arc plongé dans A qui joint les
deux composantes du bord intersecte 7.

Nous allons raisonner par l’absurde en supposant
Iexistence d’un arc entre les deux composantes de A
qui soit disjoint de 7.

Tout d’abord, considérons les couples de points de K
qui sont contenus dans une méme aréte de K. La
frontiere dans A de ce fermé est formée des couples
(p, q) tels que p ou ¢ est un sommet de K ; topologi-
quement, c’est la réunion de deux courbes de Jordan
disjointes (voir Figure 2) ; elles bordent un anneau A
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(sombre dans la figure) inclus dans A qui contient 7°
dans son intérieur.

Figure 2

L’intersection de 'anneau A et du bord de A est
formée des points (p,p), ot p est un sommet de K.

Considérons maintenant un arc disjoint de 7" qui joint
les deux composantes de J.A. L’intersection de cet arc
avec 'anneau A contient un arc qui joint les deux
composantes de 0A. Choisissons un paramétrage
t — c(t) = (p(t),q(t)) de cet arc par I'intervalle [0, 1].
Quitte a modifier I'arc pres de JA, on peut supposer
que sa projection sur le premier facteur, c’est-a-dire
la courbe t — p(t) vérifie :

1. ¢(0) = (p,q) et ¢(1) = (¢,p) ou p et ¢ sont les
sommets d’une aréte de K ;

2. la courbe t — p(t) est homotope a 0.

Pour obtenir 1, on ajuste convenablement les extrémi-
tés de I’arc ¢. Pour obtenir 2, on modifie I'arc ¢ pres
de I'une de ses extrémités en le faisant « spiraler » le
nombre de fois adéquat autour de la composante de
0A correspondante.

Alors, la réunion des segments [p(t), q(t)] définit une
application du carré [0, 1] x [0, 1] dans R®. L’image de
I’intérieur du carré est disjointe de K, puisque l'arc ¢
évite 7. L’image du bord est le nceud K, paramétré
+1 fois; d’apres le lemme de Dehn, le noeud K est
alors trivial.

Cette contradiction termine la démonstration du
lemme 3. 1

On déduit de ces deux lemmes le théoréme 1 ; en effet,
soit t — v(t) = (p(t), q(t)) une courbe non homotope
a 0 dans A contenue dans 7, paramétrée par le cercle ;
cette courbe a la propriété qu’il existe un point r(t)
différent, pour tout ¢, de p(¢) et de ¢(¢). Ce point
r(t) varie continument avec ¢ ; comme il est différent
de p(t), les applications t — p(t) et ¢ — r(t) sont
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homotopes et elles ont donc le méme degré. Dire que
la courbe v n’est pas homotope & 0 dans A revient
a dire que sa projection p(t), a un degré non nul; il
en est donc de méme pour r. En particulier, r est
surjective. Mais ceci signifie que tout point de K
est toujours « entre » deux points de K, ce qui est
impossible d’apres le lemme 2. Cette contradiction
entraine que K possede au moins une quadrisécante,
ce qui conclut la démonstration du théoréeme 1.

Dans Darticle [Pan], on trouve un résultat plus précis,
qui minore le nombre de quadrisécantes pour le noeud
K en termes de son « nombre gordien », mais cette
estimation ne semble pas s’adapter facilement aux
neeuds qui ne sont plus polygonaux. Un argument
de passage a la limite permet toutefois de montrer le
résultat suivant :

THEOREME 2 (KUPERBERG). Soit K un neud diffé-
rentiable non trivial; alors il existe une droite D qui
intersecte K en 4 points avec la propriété qu’aucun
intervalle de K — K N D n’est contenu dans K.

Un neeud différentiable est 'image du cercle par une
application différentiable injective. Un nceud différen-
tiable se laisse bien approcher par des noeuds polygo-
naux K; [Fox|. Ces noeuds K; ont des quadrisécantes
D; d’apres le théoreme 1; quitte a en extraire une
sous-suite, les droites D; convergent vers une droite
D. 1l faut alors d’abord montrer que les points d’in-
tersection D; N K; ne vont pas s’écraser I'un sur l'autre
pendant le passage a la limite ; cette étape n’est pas
entierement évidente [Kup).

4 Surfaces algébriques dans R?

Voyons maintenant une application de ce résultat
« lisse », toujours due a Greg Kuperberg.

THEOREME 3. Soit P un polyndme en trois variables,
dont le lieu des zéros dans R® contient une tore T,
bord d’un tore solide noué. Alors le degré du polynéme
P est au moins 8.

DEMONSTRATION. Soit P le tore solide bordé par T
dans R?; le groupe fondamental de P est le groupe
cyclique Z. Considérons ’ensemble IC,, formé des
courbes fermées dans P dont la classe d’homotopie
est égale a n fois le générateur. Pour tout n # 0,
on montre que KC,, contient une courbe fermée qui a
la plus petite longueur parmi toutes les courbes de
K. Cette courbe est une géodésique de P pour la
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métrique induite de R?; elle est donc différentiable,
mais a priori, elle n’a pas de raisons d’étre plongée.
Considérons maintenant ¢ — c(t), la plus courte de
ces géodésiques lorsque n varie ; alors ’application ¢
est injective. En effet, si pour deux points différents
a, b du cercle, on avait c(a) = ¢(b), alors 'image de
chaque intervalle du cercle, découpé par (a,b) serait
une courbe fermée de longueur strictement plus petite
que c; comme la classe d’homotopie de 'une au moins
de ces deux courbes n’est pas nulle, ceci contredirait
la propriété de minimalité vérifiée par c.

Notons K I'image de ¢ : c¢’est un noeud différentiable.
Puisque le tore P est « noué », K n’est pas trivial (K
est au moins autant noué que P, par un résultat de
théorie des noeuds). Le théoreéme 2 s’applique a K et
fournit une droite D qui coupe K en 4 points.

L’argument que nous allons donner maintenant
s’adapte si le tore P contient dans son intérieur d’au-
tres composantes de P~1(0), mais nous supposerons
pour simplifier que le polynéne P y garde un signe
constant, par exemple négatif. Alors, sur les 4 points
de DN K au moins le polynéme P restreint a D prend
des valeurs négatives ou nulles. Evidemment P ne
peut garder un signe négatif dans les deux intervalles
non bornés de D — K (chacun de ces intervalles ne
peut rester de signe constant, sinon la droite resterait
contenue dans le tore P) ; d’olt un zéro au moins dans
ces deux intervalles, pour la restriction P|D.

Le lemme suivant va nous permettre de mettre en
évidence 8 zéros pour P.

LEMME 4. Aucun intervalle borné de D — K ne peut
étre entierement contenu dans P.

DEMONSTRATION. Raisonnons par l’absurde et no-
tons ¢ un intervalle de D, contenu dans P dont les
extrémités sont des points de K. Ces extrémités
découpent K en deux arcs ki, k3. Chacune des réu-
nions k; U ¢ est une courbe fermée contenue dans P,
distincte de K, et dont la longueur est strictement
inférieure & celle de K. Comme la classe d’homotopie
dans le tore P de I'une au moins de ces deux courbes
n’est pas nulle, ceci contredit la propriété de K1

Regroupons maintenant les informations obtenues ; la
restriction P|D prend des valeurs négatives (ou nulles)
sur 4 points dans K N D ; dans chaque intervalle du
complémentaire de ces quatre points, elle prend au
moins une valeur strictement positive. On en déduit
qu’elle a au moins 8 zéros, ceux-ci étant comptés avec
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multiplicité. Donc, le degré du polynéme P|D est au
moins 8. 1

On peut se demander si ’estimation ci-dessus est la
meilleure possible. Greg Kuperberg pose dans son
article la question du degré minimal d’'un polynone
sur R? dont le lieu des zéros est le bord d’un voisinage
régulier du noeud de trefle. Nous allons pour conclure
décrire une construction due a Slava Kharlamov d’un
polynéme de degré 8 qui répond a cette question.
On commence par trouver un polynéme de degré 4
dans le plan des (x,y) dont le lieu des zéros est la
projection du nceud de trefle. Pour cela considérons
le cercle unité C' dans le plan et son équation :
22 +y2 —1 = 0. Soient P, P, et P3 les sommets
d’un triangle équilatéral inscrit dans C, I; I’équation
de la droite passant par les sommets Py, P, mais pas
par le sommet P;. Alors, pour € suffisamment petit
et du signe convenable, le lieu des zéros dans le plan
du polynéme P = (22 4+ y% — 1)2 + €elylol3 est une
courbe immergée avec les sommets P; comme points
doubles et qui est formée de 3 fois 2 arcs qui joignent
P; a P;11 en restant proches de l'arc de cercle entre
ces deux points ; ce lieu des zéros est donc équivalent
a la projection du noceud de trefle (voir Figure 1).
Le lieu des zéros du polynome P considéré comme
polynéme dans R? est le cylindre sur cette projection ;
en particulier, ce lieu des zéros contient le noeud de
trefle.

Nous allons maintenant trouver un polynéme de degré
4 tel que les zéros communs de P et () soient le nceud
de trefle. Pour cela, soit a; (resp. b;) ’équation
dans le plan (z,y) de la bissectrice intérieure (resp.
extérieure) du triangle PyP,P; en P;. Posons a =
ajasas et b = b1babs. Le lieu des zéros du polynome
Q) = za+0b contient d’une part le graphe de la fraction
rationnelle —b/a, d’autre part des droites verticales
passant par les zéros communs de a et b (donc les
trois droites verticales passant par les points doubles
P;). Etudions lintersection du graphe de la fraction
rationnelle —b/a avec le cylindre sur la projection du
noeud de trefle. Gréace au choix de a;, b;, lorsque
p € P71(0) tend vers I'un des points P; en restant
sur une méme branche, la limite de la fonction —b/a
existe et les valeurs limites sur les deux branches
sont différentes ; donc le graphe de la fraction —b/a
intersecte le cylindre P~1(0) pres de P; en deux arcs,
I'un étant au-dessus de l'autre. Pour des raisons des
symeétrie, cette intersection est donc le noeud de trefle
ou son symétrique par rapport au plan des (z,y) (mais



Le journal de maths des éleves, Volume 1 (1994), No. 2

dans ce cas, il suffira d’échanger a et b). On voit
alors que I’ensemble des zéros communs de P et de @)
est formé des trois droites verticales passant par les
points P; et du nceud de trefle K. On peut modifier le
polynome P, en lui rajoutant un terme quadratique de
facon a éliminer ces 3 droites verticales. Alors le noeud
de trefle apparait comme lieu des zéros communs de
deux polynomes de degré 4 ; pour € > 0 assez petit le
lieu des zéros de P? + Q% — € est alors le bord d’un
voisinage régulier du nceud de trefle.

L’énoncé du théoreme 3 est donc optimal.
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