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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Soit E une courbe elliptique définie sur Q.

E ∶ y 2 = x3 + ax + b a,b ∈ Z ∆ ∶= 4a3 + 27b2 ≠ 0

Pour p premier ∤ 2∆, on pose

Ep ∶ y 2 = x3 + ax + b a,b ∈ Z/pZ ∆ ≠ 0

ap ∶= p + 1 −#Ep(Z/pZ).

Pour s ∈ C, on pose

L{2∆}(E , s) = ∏
p∤2∆

1

1 − app−s + p1−2s
.

Remarque

∣ap ∣ ≤ 2
√

p ⇒ L{2∆}(E , s) converge pour R(s) > 3
2 .
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Soit E une courbe elliptique définie sur Q.

Pour p premier quelconque, on définit Ep comme la réduction
modulo p d’une équation minimale en p, et on pose

ap ∶= p + 1 −#Ep(Z/pZ)

ε(p) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 si Ep est une courbe elliptique

0 sinon.

Définition

L(E , s) = ∏
p premier

1

1 − app−s + ε(p)p1−2s
.
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Conjecture de Zagier
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Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Propriétés

1. L(E , s) = ∑∞n=1
an
ns an ∈ Z.

2. L(E , s) converge absolument pour R(s) > 3
2 .

3. Grâce à la modularité de E [Breuil, Conrad, Diamond, Taylor,
Wiles], L(E , s) se prolonge en une fonction entière sur C et
vérifie une équation fonctionnelle.

Λ(E , s) ∶= N
s/2
E (2π)−sΓ(s)L(E , s)

Λ(E , s) = wEΛ(E ,2 − s) wE = ±1 ≪ root number ≫.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Le calcul de L(E , s) est implémenté dans Pari/GP.

Méthode générale pour calculer L(s) = ∑+∞n=1
an
ns :

1. On pose f (z) ∶= ∑∞n=1 ane2iπnz (z ∈ C,I(z) > 0).

2. Par construction (2π)−sΓ(s)L(s) = ∫
+∞

0 f (iy)y s−1dy .

3. Lorsque y → +∞ on a f (iy) = O(e−2πy).

4. Éq. fonctionnelle de L(s) ↔ Éq. fonctionnelle de f (iy).

Ð→ Algorithme de T. Dokchitser (ComputeL).

Remarque

On suppose le prolongement et l’équation fonctionnelle de L(s).
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Le dilogarithme de Bloch-Wigner D ∶ P1(C) → R est défini par

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

D(x) = I(∑∞n=1
xn

n2 ) + log ∣x ∣ arg(1 − x) si ∣x ∣ ≤ 1,

D(x) = −D(1/x) si ∣x ∣ ≥ 1,

D(0) = D(1) = D(∞) = 0.

Propriétés

1. D est continue sur P1(C), analytique-réelle sur C − {0,1}.

2. Relations de distribution D(xm) = m ⋅ ∑ζm=1 D(xζ).

3. Lien entre ζF (2) et D ∣P1(F)
si F est un corps de nombres

(conjecture de Zagier).

Pari/GP : D(x) = polylog(2, x ,2).

F. Brunault Conjecture de Zagier et extension des scalaires



Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Soit E une courbe elliptique définie sur R.

E(C) ≅ C

Z + τZ
≅ C∗/qZ (q = e2iπτ)

[z] ↦ [e2iπz].

Définition (Dilogarithme elliptique de Bloch)

DE ∶ C∗/qZ → R

[x] ↦
∞

∑
n=−∞

D(xqn).
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Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

DE([x]) =
∞

∑
n=−∞

D(xqn)

Propriétés

1. Convergence exponentielle de la série définissant DE .

2. DE est continue sur E(C), analytique-réelle sur E(C) − {0}.

3. Relations de distribution DE(mP) = m ⋅ ∑Q∈E[m]
D(P +Q).

En particulier DE(−P) = −DE(P).

4. Si E est une courbe elliptique à multiplication complexe,
Bloch a relié L(E ,2) à DE ∣Etors .
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Soit E une courbe elliptique définie sur Q.

On étend DE à Z[E(C)] par linéarité :

DE (
r

∑
i=1

ni [Pi ]) ∶=
r

∑
i=1

niDE(Pi).

Conjecture de Zagier (1re version)

Il existe ` ∈ Z[E(Q)]Gal(Q/Q) et α ∈ Q∗ tel que

L(E ,2) = α ⋅ π ⋅DE(`).

Remarque

Nombreux exemples numériques, mais très peu sont prouvés !
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Cohen et Zagier ont déterminé expérimentalement des conditions

sur ` ∈ Z[E(Q)] pour que DE(`) ∈ Q ⋅ L(E ,2)π .

Soit ` = ∑r
i=1 ni [Pi ] ∈ Z[E(Q)]Gal(Q/Q) et K = Q(P1, . . . ,Pr).

1. ∑r
i=1 niP

3
i = 0 dans Sym3E(K) ⊗Q.

2. Condition de hauteur locale en toute place v de K .

3. Condition d’intégralité en tout premier p tel que E a
réduction multiplicative déployée en p.

On pose AE/Q = {` ∈ Z[E(Q)]Gal(Q/Q) vérifiant (1), (2) et (3)}.

Conjecture de Zagier (2e version)

DE(AE/Q) = αL(E ,2)
π ⋅Z avec α ∈ Q∗.
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Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Lien avec la K -théorie : Goncharov et Levin ont construit une
application naturelle surjective δ ∶ AE/Q ⊗QÐ→ K2(EZ) ⊗Q.

On a un diagramme commutatif

AE/Q ⊗Q δ //

DE
''OOOOOOOOOOOOO

K2(EZ) ⊗Q

régE
��

R

Une préimage de {f ,g} ∈ K2(EZ) ⊗Q est donnée par la
convolution des diviseurs de f et g .

Le noyau de δ est engendré par les relations de distribution et les
≪ relations de Steinberg ≫ provenant de K2(Q(E)).
Ð→ Cela permet (au moins en théorie) de ramener un calcul dans
K2 à un calcul de diviseurs.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Dilogarithme elliptique
Énoncé de la conjecture

Théorème (Goncharov-Levin)

Pour toute courbe elliptique E/Q, il existe ` ∈ AE/Q tel que

DE(`) ∈ Q∗ ⋅ L(E ,2)π .

Remarque

La preuve repose sur la paramétrisation modulaire de E , ce qui
rend ` inexplicite en général. En particulier :

1. On ne sait pas borner a priori le corps de nombres engendré
par les points du support de `.

2. On ne sait pas borner a priori la hauteur de ces points.

Question ouverte : trouver un ` explicite lorsque la paramétrisation
modulaire de E est de degré ≥ 2.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

Soit E/Q une courbe elliptique, et F un corps de nombres.

On note E/F ∶= E ⊗Q F l’extension des scalaires à F .

On dispose de L(E/F , s) définie de manière analogue.

Propriétés

1. L(E/F , s) converge pour R(s) > 3
2 .

2. Si F est contenu dans une extension résoluble de Q, on
connâıt le prolongement holomorphe et l’équation
fonctionnelle de L(E/F , s) (théorie du changement de base
pour les formes automorphes). Mais en général, le
prolongement et l’équation fonctionnelle de L(E/F , s) sont
conjecturaux.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

Propriétés (suite)

3. Si F /Q est galoisienne, on a

L(E/F , s) =∏
ρ

L(E ⊗ ρ, s)dimρ

où ρ parcourt les représentations irréductibles de Gal(F /Q).

4. En général, si K est la clôture galoisienne de F , alors

L(E/F , s) =∏
ρ

L(E ⊗ ρ, s)mρ

où ρ parcourt les représentations irréductibles de Gal(K/Q)
et mρ est la multiplicité de ρ dans C[Gal(K/Q)/Gal(K/F )].
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

Pour simplifier, supposons F totalement réel, de degré n ≥ 1.
Notons Σ = {σ1, . . . , σn} les plongements de F dans R.

Posons AE/F = {` ∈ Z[E(Q)]Gal(Q/F) vérifiant (1), (2) et (3)}.

Chaque σ ∈ Σ induit une injection Z[E(Q)]Gal(Q/F) ↪ Z[E(C)].

Conjecture

1. Il existe `1, . . . , `n ∈ AE/F tels que
L(E/F ,2) ∼Q∗ π

n det(DE(σi(`j)))1≤i ,j≤n.

2. On pose D⃗E = (DE ○ σ1, . . . ,DE ○ σn). Alors D⃗E(AE/F ) est un
réseau de Rn de covolume απ−nL(E/F ,2) avec α ∈ Q>0.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

On suppose F /Q finie abélienne. On note Ĝ l’ensemble des
caractères de G = Gal(F /Q).

Théorème (B.)

Il existe ` ∈ AE/F tel que pour tout χ ∈ Ĝ , on ait

L′(E ⊗ χ,0) ∼Q∗

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1
π ⋅ ∑σ∈G χ(σ)DE(σ(`)) si χ pair

1
πI(τ) ⋅ ∑σ∈G χ(σ)JE(σ(`)) si χ impair.

Corollaire
La version faible de la conjecture de Zagier pour L(E/F ,2) est
vraie.
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Conjecture de Zagier
Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

Idée de la preuve : soit ϕ ∶ X1(N) → E une paramétrisation
modulaire.

X1(N)F //

ϕF

��

X1(N)
ϕ

��
EF

// E .

Point-clé : X1(N)F est une courbe modulaire (au sens adélique).
On utilise alors un théorème de Beilinson pour X1(N)F .

Remarque

Le diviseur ` est inexplicite en général.
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Extension des scalaires

Fonction L
Conjectures
Résultats

On peut expliciter ` dans le cas suivant :

E = X1(11) ∶ y 2 + y = x3 − x2 F = Q(ζ11)+

E(F ) est le sous-groupe de X1(11) engendré par les pointes (on a
E(F ) ≅ Z/25Z). On obtient

L(E/F ,2) = 21059

1111
π5 det M

où M ∈ M5(R) est définie par

Mi ,j = 2DE(2P + 2(i − j)Q) −DE(P + (i − j)Q)

avec P ∈ E(F ) d’ordre 25 tel que 5P = Q = (0,0) ∈ E(Q).
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