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Résumé

Ce travail aborde quelques aspects de la théorie du développement perturbatif
de Chern-Simons dans le cas des nceuds dans R?2.

Apres avoir défini l'intégrale de Gauss d’un entrelacs & deux composantes
puis 'intégrale de Gauss d’un nceud, nous définissons (sous réserve de compacti-
fication) Iintégrale d’espace de configurations (ou intégrale de Gauss généralisée)
associée & un diagramme uni-trivalent G et & un nceud K. Nous évoquons le
théoréme principal, datant de 1994, qui énonce qu’on peut obtenir un invariant
de Vassiliev universel des nceuds a partir d’une série d’intégrales d’espaces de
configurations (appelée développement perturbatif de Chern-Simons).

Nous étudions plus précisément la partie de degré 2 de cette série et montrons
en utilisant deux méthodes (théoréme de Stokes et théorie du degré) qu’elle
constitue un invariant isotopique des noeuds.

Enfin, nous étudions le probléme de la compactification des différents espaces
de configurations.

Abstract

We study some aspects of the perturbative expression of Chern-Simons theory
for knots in R3.

We first define the Gauss integral in the case of a link, which gives the linking
number, and in the case of a knot. Then, assuming a compactification, we define
the configuration space integral of a uni-trivalent diagram G and a knot K. We
write the main theorem which says that a linear combination of integrals on
configuration spaces gives a universal Vassiliev invariant. It has been proved in
1994.

We show that the degree 2 part of the series of integrals is a knot invariant.
We give two methods : Stokes theorem, and the degree theory of differentiable
maps.

We also study the problem of compactification of some configuration spaces.



1 Introduction aux intégrales de Gauss

1.1 L’intégrale de Gauss d’un entrelacs a 2 composantes

Définition 1.1. Un nceud K est un plongement du cercle S' dans ’espace R?,
c’est-a-dire une application de classe C*°, injective, et dont la dérivée dK ne
s’annule pas. On représente K par son image K (S'), qui est une courbe fermée
dans Pespace, réguliere et sans point double.

Notons que l'orientation standard de S! fournit une orientation naturelle
pour K. Voici quelques exemples de neeuds classiques :

Définition 1.2. Un entrelacs & n composantes L est un plongement de la
variété St U --- U St dans R3.
————
n

Autrement dit, la donnée d’un entrelacs est la donnée de n nceuds ne se
rencontrant pas. On trouvera ci-dessous quelques exemples.

Définition 1.3 (Isotopie de nceuds). Deux nceuds Ky et K; sont dits iso-
topes lorsqu’il existe une application K : S! x [0,1] — R?, de classe C™, et
vérifiant

K|sixg01 = Ko et K|sixq1} = K1
Vt € [0,1], K|g1x4} est un noeud

Une telle application K est appelée isotopie de nceuds.

Remarque. On définit de la méme maniere les isotopies d’entrelacs.



Intuitivement, une isotopie est une déformation du nceud Ky en le nceud
K3, au cours de laquelle il n’y a pas de croisement de brins. Un des principaux
objectifs de la théorie des noeuds est de savoir déterminer si deux nceuds donnés
quelconques sont isotopes.

A cette fin, on utilise des invariants : un invariant est une fonction i de
I’ensemble des nceuds dans un ensemble quelconque, dont on sait démontrer
qu’elle est constante sur chaque classe d’isotopie. Si l'on trouve alors deux
neeuds K et K' vérifiant i(K) # i(K'), on peut affirmer que K et K' ne sont
pas isotopes. A titre d’exemple, I'invariant introduit dans la deuxieme partie
montrera que le noeud de trefle n’est pas isotope au noeud trivial.

Nous allons maintenant introduire I'intégrale de Gauss (ou nombre d’enla-
cement) d’un entrelacs & deux composantes.

Définition 1.4. Soit L = (K, K') un entrelacs & deux composantes. Soit ¢
I’application

P:8t xSt - 52
K'(s") — K(s)

&) = B K@)

En d’autres termes, ¥(s, s') est la direction de la demi-droite issue de K (s)
et passant par K'(s').

Orientons S' x S en lui donnant I’orientation produit, et S? de la maniere
standard.

Définition 1.5 (Intégrale de Gauss d’un entrelacs). Soit w la forme vol-
ume homogene sur S? d’intégrale 1. On appelle intégrale de Gauss de L (ou
nombre d’enlacement de L) la quantité

Géométriquement, I(L) est aire algébrique recouverte par 1(S* x S') sur
S2. Cette aire doit étre comptée avec signe et multiplicité.

S1 x St étant une variété sans bord, la théorie du degré affirme que I(L) € Z
et se calcule précisément comme le nombre de préimages d’une valeur réguliere.
Rappelons pour cela quelques définitions :

Définition 1.6. y € S? est dite valeur réguliere de v lorsque pour tout z €
¥~ 1(y), la différentielle dip, est un isomorphisme. Pour un tel y, le nombre de
ses préimages est fini et on définit le degré de y par

deg(th,y) = Y sign(detdy,)
z€Y~1(y)

D’aprés Milnor [Mil] (§5, Théoréme A, p.28), deg(v,y) ne dépend pas de la
valeur réguliere y; on note deg(v) le degré de ¢. D’apres le théoreme de Sard,



I’ensemble des valeurs régulieres de ¢ est de mesure pleine dans S2. On peut
en déduire que Iaire recouverte par ¥(S! x S*) sur S? est précisément égale & :

I(L) = deg(y)

Nous allons expliciter ce nombre constant de préimages deg(+)). Soit 7 un
plan tel que la projection orthogonale (p o L) de L sur 7 soit réguliere, c’est-a-
dire, soit une immersion possédant un nombre fini de points doubles transverses,
et aucun point d’ordre supérieur (un point double y = (po L)(z1) = (po L)(z2)
est dit transverse lorsque les vecteurs tangents & (p o L) en z; et xo forment
une famille libre de R?). Nous ne nous intéresserons qu’aux points doubles
correspondant & un croisement impliquant K et K'. Pour un tel point double,
il y a quatre positions possibles pour les brins : /\'K, " /\'K K,;\K K;\
Dans les deux premiers cas, on dit que K et K' se croisent positivement ( 34 LS,
et dans les deux derniers cas, on dit qu’ils se croisent négativement (). On a
alors la proposition suivante :

Proposition 1.7. Soient ﬁKXK,, ﬂK,XK, ﬁK,XK ) ﬁKxK, le nombre de
croisements correspondant aux quatre configurations décrites ci-dessus. Soit

iR =t K+, K, et tX =1, X, +4, X, Alors
D=1, %, ~5 =1, XK1, X, = 30X - 1X)

Démonstration. D’apres ce que nous avons dit précédemment, il suffit de
calculer le nombre de préimages d’une valeur réguliére pour . Soit v le vecteur
unitaire orthogonal & 7 pointant vers nous (voir figure). Par hypothése, v est une
valeur réguliere de 1. 1~1(v) est en bijection avec ’ensemble des croisements
impliquant K et K', et tels que K' passe au dessus de K. Soit z = (s,s') €
1~1(v). On note o et o' des vecteurs unitaires tangents orientés de T,(S') et
Ty (SY). (0,0") constitue une base directe pour T,(S! x S!) et on vérifie que
(dipy (o), dip(0")) est directe dans T, S? si et seulement si le croisement z est
positif. On obtient donc

I(L) = deg(¢,v) =4, 2K, =8 X,

On montre le méme résultat pour la valeur réguliere —v, qui correspond aux
croisements ol K' passe en-dessous de K :

I(L) = deg(y,—v) = X, —1.X,

En prenant la demi-somme, on trouve également :

= 21X -1X)



Proposition 1.8. I(L) est un invariant d’isotopie.

Démonstration. En effet, L — I(L) = [, ¢ %*w varie continiment au
cours d’une isotopie, et est a valeurs dans Z. Elle est donc constante sur chaque
classe d’isotopie d’entrelacs. B

Introduisons maintenant l’intégrale de Gauss d’un nceud. Nous voulons
définir une intégrale similaire & celle définie dans le cas d’un entrelacs & deux
composantes. Si 'on considere deux points se déplacant sur un méme nceud
K, le vecteur unitaire reliant ces deux points n’est a priori défini que lorque les
deux points sont distincts.

Définition 1.9. Identifions S* & R/27Z. Soit 9k V’application

Y s S1x]0,20] — S?
K(s+u)— K(s)
1K (s + u) — K(s)]]

(s,u) —

Proposition 1.10. ¥k s’étend en une application de S* x [0,2n] dans S? de
classe C.

Démonstration. Il suffit de définir & (s,0) comme le vecteur tangent uni-
taire & K en s, et de poser ¥k (s,27) = —1)k (s,0). Une formule de Taylor avec
reste intégral montre qu’ainsi étendue, i est de classe C>°. B

Définition 1.11 (Intégrale de Gauss d’un nceeud). On appelle intégrale de
Gauss du nceud K, et on note Ip(K), la quantité

Iy(K) = Yxw (1)
51x[0,27]

ot w désigne la forme volume homogene sur S? d’intégrale 1. En d’autres termes,
Iy(K) est l'aire algébrique (comptée avec signe et multiplicité) recouverte par
limage de ¥x sur S2.

Remarque. S x [0,27] étant une variété & bord, Ip(K) n’est a piori plus un
entier.

Nous nous proposons maintenant de calculer I'intégrale de Gauss des nceuds
quasi-plats. Ces nceuds sont définis de la maniére suivante :
Définition 1.12. On appelle nceud quasi-plat tout nceud K tel que :

e K reste dans un plan fixe (P) sauf éventuellement en un nombre fini
d’intervalles disjoints deux & deux Ja;, B[ (i = 1,... ,n) du cercle S*.

e Vi € [1,n], il existe un plan (Q);) orthogonal & (P) tel que la restriction de
K a]ai, Bi] reste dans le plan (Q;), et ait la représentation suivante :



Q)

(P)

e La projection de K sur (P) est générique, c’est-a-dire que cette projection
est une immersion de S dans R? admettant un nombre fini de points
doubles transverses, appelés auto-croisements.

Proposition 1.13. Soit K un neud quasi-plat. On note § Y le nombre d’auto-
croisements positifs de K (en suivant la méme convention que dans le cas d’un
entrelacs), et § > le nombre d’autocroisements négatifs de K. Alors

Ip(K) =X - X

Démonstration. Nous posons X = S* x [0,27] et 0X = S* x {0,2r}. 60X
est le bord de X. Nous notons 1) = 1. L’image par ¢/ du bord de X dessinée
ci-dessous partage la sphere S2 en deux ouverts connexes notés Q% et 0~ :

Nous noterons Ry l’ensemble des valeurs régulieéres de v, c’est-a-dire

Ry = {y € S*|Vz € v~ (y), di), est inversible}

(Si z € 0X, dip, désigne la différentielle définie sur T, X, l’espace tangent
total, qui est ici de dimension 2)

Remarquons qu’une valeur réguliere n’a qu’un nombre fini de préimages
(¥~ 1(y) est discret, et compact puisque X est compact). Pour ces valeurs
régulieres, on définit un degré de la maniere suivante :

deg: Ry — Z
y Z sign(det di,)
z€Y~1(y)

Le bord 90X est inclus dans le lieu critique de ¥ g car le noeud est quasi-plat.
En conséquence, Ry, C S*\(8X) et Ry est ouvert dans S2. Le théoréme de



Sard nous dit que Ry est de mesure pleine dans S? (en particulier, Ry, est dense
dans S?).

D’apres les résultats de ’appendice (théorie du degré), la fonction deg s’étend
en une fonction continue de S?\¢)(0X) dans Z. Autrement dit, elle est constante
sur les composantes connexes Q1 et Q~. Comme chacun de ces ensembles est
de mesure 1, on en déduit

() = 5 (degs () + degg- ()

Le calcul de ces deux degrés se fait exactement comme dans le cas de
I'entrelacs. Ils valent tous les deux # >{ — # . On obtient donc

LK) =X —¢X =

Corollaire 1.14. L’application Iy : K — Iy(K) envoie chaque classe d’isotopie
de neuds surjectivement sur R.

Démonstration. Donnons-nous une classe d’isotopie de noeuds. Soit K un
nceud quasi-plat représentant cette classe. Il est possible de rajouter des auto-
croisements positifs ou négatifs & K sans changer sa classe d’isotopie. Ainsi
pour tout n € Z, Papplication I atteint Iy(K) + n. Comme de plus Iy varie
contintiment lors d’une isotopie, I'image de chaque classe d’isotopie est connexe
par arcs. On en déduit que Iy envoie chaque classe d’isotopie surjectivement sur
R. N

1.2 Les diagrammes uni-trivalents et les intégrales de Gauss
associées

Dans le cas de l'intégrale de Gauss d’un entrelacs & deux composantes, nous
avons considéré I’espace S* x S* des couples de points (s1,s2) ot s; décrit la
i-eme composante de ’entrelacs. On matérialise les positions des points s; et
s, par des sommets; la direction observée par 'application 1 est matérialisée
par une aréte tracée en pointillés :

Dans le cas de I'intégrale de Gauss d’un nceud, nous avons considéré I’espace
S1x]0, 27| des couples de points distincts du nceud. En matérialisant le nceud
K par un cercle, le couple de points distincts par deux sommets, et ’application
1) par une aréte, on obtient le diagramme suivant :



Nous allons maintenant définir des diagrammes plus généraux : les dia-
grammes uni-trivalents. Nous nous restreindrons au cas des diagrammes dessinés
sur le cercle S'. Pour tout diagramme uni-trivalent G' et tout nceud K, nous
allons définir un espace de configurations g x et une application naturelle
Yo,k : Qa,x = (S)"

Définition 1.15. Un diagramme uni-trivalent est la donnée d’un graphe G =
(V,E), ou V est ’ensemble des sommets et E 1’ensemble des arétes, vérifiant les
hypothéses suivantes :

e Aucune aréte ne relie un sommet & lui-méme.
e Chaque paire de sommets est reliée par au plus une aréte.

e Chaque sommet est soit univalent (relié & exactement un sommet), soit
trivalent (relié & exactement trois sommets). On note U ’ensemble des
univalents et T ’ensemble des trivalents; ainsi V =T U U.

¢ En chaque sommet trivalent ¢, les trois arétes issues de ¢ sont ordonnées
cycliquement (si 1,2,3 désignent ces trois arétes, les deux choix d’ordre
cyclique sont (1,2,3) et (1,3,2)).

e L’ensemble U des univalents est ordonné cycliquement (on constate qu’il
y a exactement (U — 1)! choix d’ordre cyclique).

e Dans chaque composante connexe de G, il y a au moins un univalent.

1

Exemple 1.16. Le diagramme ci-dessus est un diagramme uni-trivalent. On a
T ={P} et U ={1,2,3}. Ce diagramme est communément appelé le tripode.

Notation. Lorsque 'on dessinera un diagramme uni-trivalent, on représentera
le graphe G en pointillés, et le cercle reliant les univalents (matérialisant 'ordre
cyclique sur U) en trait plein. D’autre part, on conviendra qu’en chaque
sommet trivalent, les trois arétes sont ordonnées cycliquement d’apres le sens
trigonométrique, et que ’ordre cyclique des univalents correspond au sens trigo-
nométrique du cercle en trait plein. De maniere plus explicite :



Définition 1.17 (Espace de configurations associé & G et K). Soit G un
diagramme uni-trivalent et K : S' — R? un nceud. On appelle espace des config-
urations injectives, et on note Q¢ i, l’ensemble des couples (s = (sy)uev , P =
(pt)ter) € (Sl)U X (R3)T vérifiant

e L’unique application V — R3 valant K o s sur U et p sur T est injective.

e L’ordre cyclique de la famille (sy)ycp sur le cercle S! est le méme que
Pordre cyclique sur U (le cercle étant orienté de maniere standard).

Qg Kk est un ouvert de (S1)V x (R3)T.

Nous pouvons maintenant définir une application vecteur unitaire généralisant
celle de la définition 1.9.

Définition 1.18. Soit G un diagramme uni-trivalent dans lequel chacune des
arétes est orientée, et K un noeud. Nous noterons ¢ g, g 'application Qg x —
(S?)F qui & une configuration injective (s,p) fait correspondre une famille
(ve)eck, de la maniere suivante. Soit f : V — R3 l'injection construite &
partir de s et p, et soient (a1, as) les extrémités de ’aréte orientée e. Alors on
pose

_ _flaz) = f(a1)
I1f(az) — f(a1)]|

ve est la direction du segment joignant f(a1) a f(as).

€ 52

Ve

Remarque. Yg i est une application entre deux variétés de méme dimension;
en effet

dim Qg x = U + 34T = nombre de demi-arétes = 24F = dim(S?)¥

Nous voulons définir une intégrale I(K) = [, ¢5,K(/\E w) (o A¥ w est

la forme volume produit sur (S2)F). Cette intégrale pourrait a priori diverger
car g,k n’est pas compact. Nous montrerons dans la troisieme partie qu’il
existe une compactification Cq, ik de Qg Kk telle que :
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o Ca K est une variété a coins différentiable dont Q¢ g est l'intérieur (i.e.
la strate de codimension 0).

e L’application 1)g k s’étend en une application Cq x — (S%)F de classe
.

Ca,k est appelé espace de configurations associé au diagramme G et au neeud
K.

Ces assertions montrent que l'intégrale I (K) converge et la définissent au
signe pres. Il nous suffit d’orienter les variétés de départ et d’arrivée pour
pouvoir définir le signe de I (K).

S? étant orientée canoniquement, on munit (S2)¥ de l'orientation produit
(cette orientation ne dépend pas de I’ordre des facteurs, car S? est de dimension
paire).

Définition 1.19 (Définition de I'orientation de Qg k). Nous allons main-
tenant orienter Q¢ x qui est un ouvert de (S1)V x (R?)T. Comme (S1)Y x (R?)T
possede des coordonnées naturelles, il suffit de donner un ordre & ces coordonnées
pour spécifier une orientation (rappelons ici que S! est orientée de facon stan-
dard).

Supposons dans un premier temps avoir fixé un ordre quelconque sur F, et
avoir orienté chaque aréte de G. On peut alors numéroter les demi-arétes de 1 &
2n (avec n = §E) : on attribue le numéro 2i — 1 a ’extrémité initiale de I’aréte
i, et le numéro 2i & 'extrémité finale de cette méme aréte (cf. figure).

Sur chaque sommet univalent u figure un numéro qui sera le numéro d’ordre
de la coordonnée s, € S'.

Sur chaque sommet trivalent ¢ figurent trois numéros. Ces trois numéros
seront les numéros d’ordre des coordonnées naturelles x,y,z de p; € R3, de
maniere & ce que les numéros attribués & (z,y, z) respectent 'ordre cyclique en
t. Il y ala trois manieres de faire mais elles induisent toutes la méme orientation
sur Qg K, car I'ordre des coordonnées différera par un cycle d’ordre 3, ce qui
constitue une permutation paire.

Montrons que l'orientation obtenue sur Qg x est indépendante de I’ordre
choisi sur E. Donnons-nous un ordre quelconque sur les arétes : les coordonnées
de Qg Kk sont alors ordonnées de 1 & 2n. Supposons que nous échangions les
arétes (2 — 1,2i) et (25 — 1,2j) avec 1 <4 < j < n. Alors le nouvel ordre sur
les coordonnées differe de l'ordre initial par la permutation de S, consistant
a échanger 2¢ — 1 et 25 — 1, ainsi que 27 et 2j. Cette permutation étant paire,
Porientation de Qg i est inchangée.

Remarquons que ’orientation de Q¢ x dépend de I'orientation des arétes de
G. En revanche, l'intégrale d’espace de configurations Ig(K) que nous allons
maintenant définir ne dépendra que de G.

Définition 1.20 (Intégrale de Gauss généralisée associée a G et K). On
pose

Io(K) = /[C R

11



ol [Cq, k| désigne la variété orientée et Q = AF w désigne la forme volume
produit sur (S2)F.

Montrons que la valeur de 'intégrale I (K) est indépendante de 1’orientation
choisie en chaque aréte. Soit 1) = g x 'application issue d’un choix arbi-
traire d’orientation des arétes. Supposons que nous changions l'orientation de
laréte (27 — 1,2¢) en son opposée. Cette fois-ci le nouvel ordre sur les coor-
données naturelles differe de I’ordre initial par une transposition (2i — 1 <> 23).
L’orientation de (g kx est donc changée en son opposée. Mais la nouvelle
application ' = gb'G’ x Tésultant du changement d’orientation d’aréte vérifie
Y =r o, ol r envoie (vy,... V... ,U,) SUL (V... ,— V... ,V,). Comme
r est un difféomorphisme renversant l’orientation et préservant la mesure de
(%)%, on a

Par conséquent, la valeur de I’intégrale I¢(K) ne dépend pas de 'orientation
des arétes.

Remarque. Le changement de I'ordre cyclique en un sommet trivalent renverse
Porientation de Cg,k et change donc la valeur de Ig(K) en son opposée.

Ces intégrales I (K) permettent, ainsi que nous le verrons en (1.4), d’obtenir
des invariants de noeuds.

Nous allons auparavant traiter un exemple de calcul d’intégrale d’espace de
configurations :

Exemple 1.21. Cherchons & calculer l'intégrale d’espace de configurations as-
sociée au tripode, dans le cas du nceud trivial. Nous noterons K le nceud trivial

K:S'*=R/27Z — R?
t — (cost,sint,0)

Nous utiliserons les conventions d’orientation suivantes :

12



2

Nous noterons 1,2, 3 les sommets univalents et P le sommet trivalent. Nous
noterons C l'espace de configurations ou les univalents sont dans ’ordre cyclique
trigonométrique. Nous voulons calculer Ig(K) = [,4*w. Nous noterons QF
(resp. Q) Pensemble des configurations de C injectives et telles que laltitude
zp du point P soit > 0.

Soit S2 I’hémisphere positif de S? (I’ensemble des v € S? dont la troisiéme
coordonnée est > 0), et S? = —S% I'hémisphere négatif de S*. On voit que

Y(C) C (83)°U(SZ)?

Soit D I’ensemble des triplets de vecteurs (v1, v2,v3) de ’hémisphere stricte-
ment positif de S2, tels que (v1,va,v3) soit une base directe de R3. Nous voulons
montrer que 1) est un difféomorphisme de QO dans D, ainsi que de Q~ dans —D.
1) étant de classe C*°, il suffit de construire son inverse. Soit v = (v1,v2,v3) € D.
Soit O l'origine de R?; tracons les trois demi-droites de directions —v;, —vs, —v3
issues de O. Tout plan horizontal d’altitude z < 0 coupe ces demi-droites en
trois points distincts non alignés A, B, C. Pour z fixé, il existe un unique cercle
passant par A, B, C; on voit aussi qu’il existe un unique z < 0 tel que ce cercle
ait la taille du neeud K (voir la figure ci-dessous).

13
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l
-v_3 V2 v 1

En effectuant une translation de maniére & ramener ce cercle sur le noeud,
nous obtenons une configuration injective ¢ = (s1, s2, 83, P) € QF. Par construc-
tion, ¢ est 'unique configuration de QF vérifiant 1(c) = v. De plus, l'altitude
z telle que le cercle passant par A, B, C ait la taille de K, dépend de facon C'*°
de v1,v2,v3. Par suite, 'application qui & v € D associe ¢ € QT est de classe
C®. 4 induit donc un difféomorphisme Q+ — D.

Montrons que ce difféomorphisme préserve ’orientation. 2T étant connexe,
il suffit de montrer le résultat en un point. Prenons la configuration particuliere
co € QT décrite par
27 Amw
38Ty
co = (1,2,3, Py) est un tétraedre régulier et zp, > 0

51 = 0582 =

v 3 V_2
R v 1

2

Posons (vy,vs,v3) = ¥(cp)- L’espace tangent & QF en ¢y se décompose ainsi

T.Q0t=T,S"eT,S'®T,S"®TpR?
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De plus, (v1,v2,v3) est une base directe de Tp0R3, on obtient donc une base
directe B de T,,,Q* :

B= (0—1’1)150—2;1)2;0—3;1)3)

ol o; est le vecteur tangent unitaire orienté de T}, S*. Posons ¢ = (¢1,42,13).

On constate que (di)y(v2),de(vs)) est une base directe de T, S? (voir figure
ci-dessus). En utilisant la rotation d’angle %’r par rapport a l’axe vertical,

(dipa(v3),drba(v1)) et (dips(v1),drbs(va)) sont également des bases directes de
T,,S% et T,, 5. Notons B' la base directe de T,(S?)? ainsi obtenue. Dans les
bases B et B', la matrice de di s’écrit

oo™
O == OO0
cowR oo
_HOo OO0 O
™R oo oo
COoOOoORM~=O

puisque la configuration admet une symétrie d’ordre 3. On voit d’apres la figure
que a > 0 et 8 = —a. Le calcul du déterminant donne

det(dy) =a® — 32 =223 > 0

Donc 1) : 9 — D préserve orientation.

On en déduit que [, ¥*w existe et vaut u(D). Montrons que u(D) = 1/16.
L’ensemble des triplets de vecteurs colinéaires est de mesure nulle dans (S?)3.
Par conséquent, l’ensemble des triplets de vecteurs linéairement indépendants
et situés dans I’hémisphere strictement positive de S? est de mesure %. Comme
la mesure de ’ensemble des triplets directs est égale a la mesure de ’ensemble
des triplets indirects, u(D) = 1/16.

Montrons maintenant que fQ_ *w existe et vaut également 1/16. Soit
h : C — C lapplication qui & une configuration ¢ associe la symétrie de ¢
par rapport & lorigine. h envoie QF sur Q~ (h préserve I'ordre cyclique des
univalents), et renverse l'orientation de C. D’autre part, ¢ o h = r o 9, avec
r: (822 — (8?)3; (v, v9,v3) — (—v1,—vz, —v3). 7 renverse I'orientation et
préserve la mesure de (S?)2. On peut donc écrire

v = = [ onrw==[ Gowrw=qt[ @)=

Q- Qt

Pour finir, Ot U Q™ est de mesure pleine dans C, par conséquent [, ¢*w =
Jor ¥*w + [o- ¢¥*w = L. En conclusion,

IG(K)Z%
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1.3 Les invariants de Vassiliev

Définition 1.22. Soit n € N. Un neeud singulier K & n points doubles est
une immersion de S! dans R? (c’est-a-dire une application de classe C™ dont
la dérivée ne s’annule pas) admettant exactement n points doubles transverses
(un point double p = K(s) = K(s') est dit transverse lorsque les vecteurs
tangents & K en s et s' forment une famille libre de R?), et aucun point d’ordre
> 3.

Définition 1.23. Deux nceuds singuliers & n points doubles K et K; sont dits
isotopes lorsqu’il existe une application K : S x [0,1] = R3, de classe C*, et
vérifiant

K|s1x501 = Ko et K|g1xq1} = K1
Vt € [0,1], K|g1x{¢ est un nceud & n points doubles

Il y a deux manieres de désingulariser un nceud & 1 point double :

X =X
X =X

La premiere est appelée désingularisation positive, et la seconde est appelée
désingularisation négative. On vérifie que la désingularisation est une opération
bien définie & isotopie pres, et qu’elle ne dépend pas du dessin ci-dessus. Elle
est donc définie intrinsequement lorsque ’on se donne un nceud singulier a 1
point double K.

On définit de la méme maniére les 2™ désingularisations possibles d’un nceud
singulier & n points doubles. Plus précisément, soit X l’ensemble des points
doubles du nceud singulier K. On associe & toute fonction € : X — {—1,+1} un
neceud non singulier K, de la maniere suivante : on désingularise le point double
z € X positivement ou négativement suivant que €(x) = +1 ou €(z) = —1.
Comme la désingularisation est une opération locale, 'ordre dans lequel on défait
les croisements de K n’a pas d’importance. On peut alors poser la définition
suivante :

Définition 1.24. Soit A/ ’ensemble des classes d’isotopie de nocuds non sin-
guliers. Toute application v : N/ — R peut s’étendre & I’ensemble des noeuds
singuliers de la maniere suivante : si K est un nceud singulier & n points doubles,
on définit

oK)= Y (FD)u(K) (2)

eX—{-1,+1}

ott 'on a posé (—=1)¢ = [, x €(x).

Proposition 1.25. Pour tous les neuds singuliers, on a la propriété suivante
(qui relie des neuds identiques sauf la o ils sont représentés) :

v(X) = v(X) = v(X) 3)
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Démonstration. Soit K un nceud singulier représenté par X Appelons X
I’ensemble des points doubles de K et x € X I'unique point double représenté.
Posons enfin X' = X\{z}. On a

v(K) = Y DX

eX—{—-1,+1}

S D ) 10 79 N SN SR DO

e X'—>{-1,+1} e:X'—»{-1,+1}
= R -u(X) .

Définition 1.26. Soit n € N. Un invariant v : N' = R est dit de Vassiliev
de degré < n lorsque ’application v étendue aux noeuds singuliers s’annule sur
tous les noeuds & n + 1 points doubles. Dans ce cas, le degré de v est le plus
petit n € N tel que v soit de degré < n.

Proposition 1.27. Tout invariant de Vassiliev de degré 0 ou 1 est constant
(un tel invariant ne distingue donc aucun neud).

Démonstration. Soit vy un invariant de Vassiliev de degré 0. vy s’annule
sur tous les noeuds singuliers & 1 point double. Montrons que tout nceud non
singulier K peut étre transformé en nceud trivial lorsque I'on autorise les brins
de K & se traverser. Soit p o K une projection réguliere orthogonale de K sur
un plan. Fixons a € S, tel que a ne soit pas un point double de po K. On peut
toujours changer ’orientation des points doubles de po K de telle maniere que,
lorsque ’on part de a et que Ion parcourt S' dans le sens positif, le premier
passage a un point double a toujours lieu sur le brin passant au dessus de ce point
double. Or un tel nceud est trivial, ce qui démontre ’assertion. En utilisant la
formule 3, il vient alors

vo(K) = vo(noeud trivial)

vo est donc constant. Soit maintenant v; un invariant de Vassiliev de degré 1.
Notons Ky le nceud singulier & 1 point double suivant :

Soit K un neceud a 1 point double. On peut toujours déformer K en Ky
en suivant un chemin qui ne passe que par des noeuds a 2 points doubles. En
utilisant 1’équation 3, on obtient

v1(K) = v1(Kq))
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Or les deux désingularisations de K1) aboutissent au nceud trivial, par conséquent
v1(K (1)) = 0. Autrement dit, il n’existe pas d’invariant de Vassiliev des nceuds
de degré exactement égal a 1. W

Nous allons maintenant faire le lien entre les invariants de Vassiliev et les
diagrammes uni-trivalents.

Définition 1.28. Soit G' un diagramme uni-trivalent dessiné sur le cercle S!.
On appelle degré de G la moitié du nombre de sommets de G :

1
deg G = -V
2
Le degré est entier car
fV = nombre de demi-arétes — 24T = 24E — 24T,

qui est pair. Remarquons aussi que la définition des diagrammes uni-trivalents
est combinatoire : pour chaque n € N, il n’y a qu’un nombre fini de diagrammes
de degré n.

Définition 1.29. Onnote A, (S") le R-espace vectoriel engendré par I’ensemble
des diagrammes uni-trivalents de degré n, et quotienté par les relations suiv-
antes :

=~

1T (corde isolée) : mbmmbmp = 0

AS (antisymétrie): | + | =0

AY /7 1 \ U
A4 1 AN4
1
1

’ IY\
STU : e = mbdy — =t
(Les relations ci-dessus ont lieu pour des diagrammes uni-trivalents iden-
tiques 13 ou ils ne sont pas représentés)

Proposition 1.30. L ’espace vectoriel A, (S') est engendré par les diagrammes
de cordes, c’est-a-dire par les diagrammes ne contenant aucun sommet trivalent.

Démonstration. D’apreés la relation STU, un diagramme contenant un ou
plusieurs sommets trivalents s’exprime comme combinaison linéaire de diagrammes
possédant un nombre strictement inférieur de sommets trivalents (on utilise ici
le fait que toute composante connexe de G posséde au moins un univalent). Par
une récurrence, tout diagramme de degré n s’exprime dans A,,(S') comme une
combinaison linéaire de diagrammes de cordes. B

On peut en fait décire un peu plus précisément A, (S!) :

Proposition 1.31. A, (S') est isomorphe a l’espace vectoriel engendré par les
diagrammes a n cordes, et quotienté par les relations suivantes :

1T (corde isolée) : —_— =0
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On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [Bar].

Définition 1.32. A tout noeud singulier K & n points doubles, on peut associer
un diagramme de cordes de degré n, de la maniére suivante. Soient X C R3
I’ensemble des points doubles de K dans R3. Pour chaque z € X, on trace une
corde entre les deux préimages s et s’ du point double z dans S*. On obtient
bien ainsi un diagramme G a n cordes.

Proposition 1.33. Soit V,, l’espace vectoriel des invariants de Vassiliev de
degré < n. Posons par convention V_; = {0}. Pour tout n € N, l’espace
quotient V,,/Vn_1 s’injecte dans le dual de lespace vectoriel A, (S1).

Démonstration. Remarquons d’abord que par définition des invariants de
Vassiliev de degré < n, V,, est un espace vectoriel. Soit maintenant v un élément
de V,,. Nous allons associer & v un élément de (A, (S?))*. Soit G un diagramme
de cordes de degré n. Soit K, K' deux nceuds singuliers & n points doubles ayant
pour diagramme G. On admet que ’on peut toujours passer de K & K’ par une
isotopie de nceuds singuliers a n points doubles, et éventuellement, un nombre
fini de fois, par des nceuds singuliers & n + 1 points doubles (voir par exemple
[Hir]). Par un raisonnement similaire & celui fait précédemment, v(K) = v(K').
v(K) ne dépend donc que du diagramme de cordes de K, et v définit donc
un élément w du dual de l'espace vectoriel engendré par les diagrammes a n
cordes. On vérifie que w s’annule sur les expressions du type 17T et 4T (pour la
relation 17, le principe est le méme que dans la démonstration de la proposition
1.27). w définit donc un élément de (A,(S*))*. Il est facile de voir que cet
élément ne dépend que de la classe de v modulo V,,_;. Enfin, 'application
Va/Va—1 = (An(S1))* ainsi construite est injective car si v s’annule sur les
diagrammes & n cordes, alors il s’annule sur tous les nceuds & n points doubles,
ie. il est de degré <n —1. A

La proposition précédente borne la dimension de 1’espace vectoriel V,, des
invariants de Vassiliev de degré < n : car v € V,, est déterminé par sa valeur
sur les diagrammes & n cordes, modulo V,,_;. Par une récurrence on a

n n—1
dimV,, = Zdim VVZ < Z dim A4;(SY)
i—0 -1 5o

En fait, Kontsevich a montré en 1992 que I’application V,,/V;,_1 — (A, (S1))*
est surjective en construisant un invariant de Vassiliev qui domine tous les
autres (appelé intégrale de Kontsevich). Le paragraphe suivant donne une autre
maniére de construire tous les invariants de Vassiliev.

1.4 Le développement perturbatif de Chern-Simons

On définit le développement perturbatif de Chern-Simons comme une série
d’intégrales d’espaces de configurations (voir 1.2), de la maniére suivante :
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Définition 1.34. Soit K un nceud et n € N. On appelle partie de degré n du
développement de Chern-Simons, la quantité

25 () = > ol 61e Aus)

Ge{diagrammes non-orientés de degré n}
ou :

e La somme porte sur les diagrammes uni-trivalents dessinés sur S! et de
degré n, dans lesquels on n’oriente pas les sommets trivalents.

I(K) a été défini en 1.2. D’apres larelation AS, I (K)[G] est indépendant
de Dorientation des sommets trivalents.

fAut G désigne le nombre d’automorphismes (non-orientés) du diagramme
G. Par exemple, le tripode admet 3 automorphismes.

e [G] désigne la classe de G dans A, (S?).
Notons A(S') = [T,en An(Sh).

Définition 1.35. Soit K un nceud. On appelle développement de Chern-
Simons la quantité

Z9%(K) = (2% (K))nen € A(S")

n

Pour plus de commodité, on écrit aussi

Z95(K) = >

Ge{diagrammes non-orientés}

fAut G

(La série converge en effet toujours.)
Cette série a été introduite par Guadagnini, Martellini et Mintchev en 1988.
Le théoreme principal est le suivant :

Théoréme 1.36 (Kontsevich, Bott-Taubes (1994)). Z°5(K) ne dépend que
de la classe d’isotopie de K et de l’intégrale de Gauss Iy(K). En particulier, si
lon pose ZOCYS(K) = Z95(K' | [K'] = [K] et I(K') = 0), alors Z%CS est un
invariant isotopique des neeuds. De plus, pour tout invariant de Vassiliev v réel
des neeuds de degré n, il existe une forme R-linéaire ¢ sur [[o<;<, Ai(SY) telle
que v = ¢ o Z9CYS. Enfin toute expression du type ¢ o Z%C5 est un invariant de
Vassiliev.

Nous aurons un apercgu, dans la deuxieme partie, des outils nécessaires a la
démonstration de ce théoreme. Nous nous restreindrons a la partie de degré 2 du
développement de Chern-Simons (qui avait déja été étudiée par Bar-Natan en
1992). Nous montrerons en utilisant deux méthodes différentes que cette partie
de degré 2 est un invariant d’isotopie de K, et qu’elle coincide avec 'invariant
de Vassiliev de degré 2.
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2 L’invariant de Vassiliev de degré 2 des noeuds

2.1 Description intégrale

Nous noterons @ le tripode. Nous considererons également le diagramme uni-
trivalent suivant :

4

1 E
que nous noterons &.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. v(K) = %I®(K)—%I®(K) ne dépend que de la classe d’isotopie
du neud K.

Remarque. Nous donnerons dans la suite de cette deuxiéme partie, deux autres
expressions équivalentes pour v(K).

Nous allons dans un premier temps donner le schéma de la démonstration;
les détails seront complétés dans les parties 3 et 4.

Etant donné un diagramme uni-trivalent G, nous allons nous intéresser a la
variation de I’intégrale d’espace de configurations Iz (K), lors d’une isotopie de
neceuds.

Dans toute la suite, K : S x [0,1] — R? sera une isotopie reliant les nceuds
Ky et K;. Pour chaque t € [0,1], nous disposons d’un nceud Ky, et de espace
Q¢ K, des configurations injectives associées & ce nceud. La troisieme partie
exprimera (g k, comme l'intérieur d’une variété & coins compacte Cg k,. Nous
allons maintenant définir I’espace Qg i des configurations injectives, associé a
I’isotopie K.

Définition 2.2. On appelle espace des configurations injectives associé au di-
agramme G et a l'isotopie K, et on note (g x, ’espace

Qg,x = {(s,p,1) € (81)” x (R®)T x [0,1]|(s,p) € U,k }
Qa,k est un ouvert de (S1)V x (R*)T x [0,1].
Définition 2.3. On définit de la méme maniere que précédemment ’application
Yo,k Qax — (S%)F

On peut montrer le résultat suivant :
Proposition 2.4. Il existe une compactification Cq ik de Qg i telle que

o Ca i est une variété a coins compacte.

e L’application g i s’étend en une application Cox — (S?)F de classe

.
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o Cq k est difféomorphe a Cq i, x [0,1].

Ca,Kk est appelé espace de configurations associé au diagramme G et a l'isotopie
K.

Définition 2.5 (Orientation de Qg k). Comme Qg g est un ouvert de (S*)V x
(RHT x [0,1], et comme (S1)U x (R?)T a déja été orienté, nous pouvons
donner & Qg i lorientation induite par 'orientation produit (de sorte que le
difféomorphisme de la proposition 2.4 préserve l'orientation).

Rappelons maintenant quelques définitions concernant les variétés & coins
différentiables.

Définition 2.6. Une variété a coins est un espace topologique M (séparé,
union dénombrable de compacts) tel que tout x € M admet un voisinage
V' homéomorphe & R? x [0,+o0[?, ou p,q € N sont des entiers bien choisis
(dépendant de z), et ot ’homéomorphisme envoie z sur 0. On dit que la variété
est différentiable lorsque tous les changements de carte locale sont de classe C'™
(dans la suite le mot “différentiable” sera toujours sous-entendu).

N

Définition 2.7. Soit M une variété & coins et i € N. On appelle bord de
codimension i de M l’ensemble des z € M tels que le ¢ € N de la définition
ci-dessus vale i. On a la propriété suivante : pour tout i € N, le bord de
codimension 4 est une variété lisse sans bord (non nécessairement connexe), de
codimension 7 dans M.

Remarque. Lorsque de plus M est orientée, le bord de codimension 1 est orienté
en utilisant la convention de la normale extérieure premier vecteur de base.

Définition 2.8. Soit M une variété & coins différentiable. Nous appellerons
face essentielle de M toute composante connexe du bord de codimension 1 de
M. Nous appellerons bord de M, et nous noterons 0 M, la réunion de tous les
bords de M de codimension > 1.

Exemple 2.9. Le cube [0,1]3, considéré comme variété & coins, possede 6 faces
essentielles.

Proposition 2.10. Soit M une variété a coins différentiable compacte. Le bord
OM de M est la réunion indexée par les faces F de M, des variétés a coins F.
De plus si F et F' sont deuz faces distinctes de M, on a codim(F N F') > 2.

Proposition 2.11. Le bord 0Cq, ik de l’espace de configurations associé a l’isotopie
s’écrit

0Caq,x = (CG,K1 X {1})+ U (CG,KO X {0})7 UorCa,x

ot + et — désignent les orientations positives et négatives, et ot 0r.Cq K est le
bord latéral de Cq k défini par

0ok = | | 8Ca,k, x {t} ~ 8Cq,x, * [0,1]
t€[0,1]
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0LCq.k est en bijection avec OCq Kk, X [0,1] et peut donc s’écrire comme la
réunion indezée par les faces F de Ca k,, des variétés a coins F x [0,1].

Voici maintenant le principe de calcul de la variation de Ig(K;) lors de
Iisotopie. Nous noterons Cy,C1, %0, Y1, lo, 1 les espaces de configurations, ap-
plications et intégrales relatifs aux noeuds Ky et K;. Nous noterons 9 = ¢g k.

L’idée est d’appliquer le théoréme de Stokes & la variété & coins Cg,k et ala
forme différentielle & support compact ¥*Q (avec Q = /\E w) :

/ W= dyrQ)= | ¢*d=0
0Ca, K Ca,Kx Ca,x

L’intégrale sur OCq,x a un sens d’apres la proposition 2.11. On peut ensuite
écrire

/ b= [ pro- ¢39+/ b0
8Ca,x Cy Co 0rLCa, Kk

On en déduit la formule fondamentale suivante
L =1 - / P Q (4)
dCa, K

La formule 4 montre qu’a priori, l'intégrale I n’est pas un invariant iso-
topique des nceuds. Cependant, on obtient un invariant en combinant linéairement
des intégrales d’espaces de configurations associés a différents diagrammes uni-
trivalents.

C’est ainsi que ’on peut montrer le théoréme 2.1. L’étude précise de la
contribution du bord latéral de C®, et C®’ X (qui fait intervenir d’apres la

- )2 .
proposition 2.11 I’étude des faces de C®’ Ky et C®, Ko)’ sera faite dans la qua-
trieme partie.

2.2 Recollé d’espaces de configurations

Soit K un nceud. L’espace de configurations C@ associé au tripode @D est
une variété a coins compacte. L’intégrale I®(K ) définie en 1.20 ne s’interprete

donc pas en terme de degré d’une application, comme dans le cas de l'intégrale
de Gauss d’un entrelacs & deux composantes.
Cependant, en utilisant C, et C® il est possible de construire un espace

N

qui s’interpréete comme un recollement de variétés a coins, et sur lequel est
défini une application v prolongeant ¢® et ¢® . La variété obtenue par
recollement ayant un bord plus simple, Ta théorie developpee dans ’appendice
permettra d’affirmer que v possede un degré. On obtient par 1a un invariant de
neceuds, qui coincide avec celui obtenu dans le paragraphe précédent.

Nous allons d’abord définir ce qu’est un recollement de variétés a coins.
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Définition 2.12. Soit X, X' deux variétés & coins compactes orientées de méme
dimension. Soit (F;)i<i<m la liste des faces de X et X'.

Soit 1 <4 < j < m. On appelle recollement des faces (i,5) la donnée d’un
difféomorphisme de F; dans ?J renversant ’orientation. Lorsque 7 = j, on dit
que la face 7 est recollée a elle-méme.

On appelle recollement de X et X' la donnée d’une liste de recollements de
faces dans laquelle chaque face F; apparait dans au plus un recollement.

On définit de la méme fagon les recollements d’un nombre fini quelconque
de variétés a coins.

Remarque. On peut associer & tout recollement des variété & coins Xq,... , X}
un espace topologique X, qui est le quotient de ’espace topologique X7 U...LUXy
par l'identification des faces.

Remarque. On demande au recollement de faces d’étre un difféomorphisme ren-
versant l’orientation car I’on veut que le recollement puisse étre schématisé ainsi

X X’
Avant de recoller les espaces de configurations associés 3 @ et & &, nous
allons introduire les nceuds verticaux.

Définition 2.13 (Nceuds verticaux). Un nceud vertical K est un plonge-
ment de R dans R? tel qu’il existe un réel A > 0 pour lequel

Vs €] — 00, AJU [4, 00, K(s) = (0,0, )

Définition 2.14. Les nceuds verticaux Ky et K; sont dits isotopes lorsqu’il
existe une application K : R x [0,1] — R? de classe C°, et vérifiant

Klgrx{o} = Ko et K|gxq1} = K1
vt € [0,1], K|rx{¢} est un nceud vertical
JA > 0,Vs €] — 00, A] U [4, 0o[, Vit € [0,1], K(s,t) = (0,0, 5)

Remarque. 11 est facile d’associer, & un nceud vertical, un nceud au sens usuel.
En effet si K est un nceud vertical, il existe un compact C' contenant la partie
“non verticale” de K. On relie alors les deux extrémités “libres” de K par un
arc de cercle ne passant pas par C, pour obtenir un nceud K : S* — R3. De
plus, lorsque K, K’ sont des nceuds verticaux isotopes, alors K et K’ sont des
neceuds isotopes au sens usuel. On admet que réciproquement, I’isotopie de K
et K' implique 'isotopie de K et K.
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On définit les diagrammes uni-trivalents dessinés sur R en reprenant la
définition 1.15, mais en remplagant la donnée d’un ordre cyclique sur U par la
donnée d’un ordre total. Ainsi, les diagrammes @ et @ deviennent respective-

ment :
\\{
/
/
/7

/

\\\
A
< )

Dans ces diagrammes nous avons en plus précisé une orientation pour les
arétes.

On définit de la méme maniere ’espace des configurations injectives Qg k,
d’un diagramme G (sur R) et d’un nceud vertical Ky. Cet espace est un ouvert
de RY x (R®)T. On oriente Q¢ k, de la méme maniére que dans la premiere
partie.

On verra dans la troisiéme partie que Qg K, admet une compactification
Ca,k,, qui est une variété & coins, et qui est telle que I’application naturelle
Ye,x  Qa,x = (S*)F s'étende en une application Cg x — (S?)F de classe C*°.

Dans toute la suite du paragraphe, nous fixerons un nceud vertical K. Nous

noterons E I’espace de configurations associé au diagramme ? et a K. Les
arétes sont orientées de la maniere décrite plus haut. Nous avons une application
naturelle

123 ? - (9%)°

en numérotant les 3 arétes du diagramme de la maniere suivante :
Aréte du haut : 3
Aréte du milieu : 2
Aréte du bas : 1
et en convenant que la i-eéme composante de 1123 est 'application définie
par la direction de ’aréte numéro 1.
Nous disposons de méme, pour toute permutation o de S3, d’'une application
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(U ? — (5?)% qui est par définition la composée de 1123 et de ’application
fr: (8% = (8%°
(1,02,08) = (Vom1(1),Vo-1(2), Vo2 (3))

(cela revient & numéroter les arétes de bas en haut par o(1),5(2),0(3)).

Nous noterons @ I’espace de configurations associé au diagramme @ et a
K. Nous pouvons définir une application

’Lﬁlg : 52 X @ — (52)3

(v,¢) = (v1,v2,03)

en numérotant les 2 arétes du diagramme de la maniére suivante :
Aréte du haut : 2
Aréte du bas : 1
et en convenant que vy, v sont les directions des arétes 1,2, et que vs = v.
Nous disposons d’applications analogues pour les numérotations 13, 21, 23, 31, 32;
14 encore ces applications s’obtiennent en composant 115 par les application f,
(O’ S 33)

Nous disposons donc de 6 copies de I’espace E et de 6 copies de I’espace

S2 x P. Sur chacune de ces copies, la numérotation définit une application
naturelle ¢ & valeurs dans (S?)%. La proposition principale est la suivante :

Proposition 2.15. I existe un ensemble Wy de codimension > 2 dans (S?)° et
un recollement C des 6 copies de la variété 4 coins ? et des 6 copies de la variété

d coins S? x @, tel que 1 s’étend en une application continue C — (S?)3, et
tel que v envoie le bord apparent de C dans Wy UWs, avec Wy = {(v1,v2,v3) €
(82)%|v1,v2,vs coplanaires}.

Etudions les conséquences de cette proposition. (S2)*\(Wi U Wa) a deux
composantes connexes Q7 et Q~. D’aprés la proposition 4.7 de 'appendice,
le degré de I’application ¢ : C — (S?)® est constant sur chacune de ces deux
composantes connexes (nous entendons par degré d’une valeur y € (S2)° le
nombre de préimages de y avec signe; voir I’Appendice). De plus, Q1 et Q~
sont tous deux de mesure 1. Laire recouverte par 1(C) sur (S%)% vaut donc
1 (deg(y, 2T) + deg(¢,Q27)). Cette aire vaut aussi

61, (K)+6I, (K)
P b

puisque nous avons démontré dans la premiere partie que l'intégrale d’espaces de
configurations est indépendante de la numérotation des arétes. En conséquence

14y (00 + 1 (8) = 5 (deg(ih, 0F) + deg(w, 7))
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Mais on peut montrer que deg(¢), 2T) = deg(w, Q™) en considérant la permu-
tation de deux arétes (les triplets (vi,vs,v2) et (va,v1,v3) ont méme degré).
Ainsi

I?(K) +I§ (K) = %deg(qﬂ,(ﬁ)

D’une part, cette formule montre que I ? (K)+ 1, (K) € Q; on en déduit
que I (K) + I+ (K) constitue un invariant isotopique des nceuds verticaux.

D’autre part, la formule ci-dessus nous donne un moyen de calculer explicitement
cet invariant.

Proposition 2.16. Soit K un neud et m un plan. On suppose que la projection
orthogonale po K de K sur  est réguliére. Soit a € S'. On dispose d’un ordre
naturel sur S*\{a}. Siz ety sont deux points doubles distincts, notons 1 < z
(resp. y1 < yo) les deux préimages de x (resp. y) dans S*\{a}. On définit la
quantité a(zx,y) par

o Sixy <yi < x2 <y, on pose a(x,y) = +1 (resp. a(z,y) = —1) lorsque
les auto-croisements x ety sont de méme signe (resp. de signes différents).

e Sinon, on pose a(x,y) = 0.
Alors
I?(K)H@(K):@,pom: 5 a(z. )
(z,y) points doubles de K

L’idée de la démonstration est de calculer le degré d’un triplet générique de
vecteurs pointant tous tout pres de l'axe vertical du nceud.
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3 Compactifications d’espaces de configurations

Nous nous intéresserons dans la premiere sous-section & une compactification de
lespace des injections de k points dans R™ (vues & translation et homothétie
positive pres). Puis nous définirons les espaces de configurations d’un noeud,
leurs compactifications.

3.1 Injection de k points dans R"

Dans toute la suite, n sera un entier > 1 et X sera un ensemble fini de cardinal
k > 2. Nous noterons C% I’espace des injections de X dans R”. L’espace C%
auquel nous allons nous intéresser est le quotient de C’% par les translations
et homothéties positives de R"™, c’est-a-dire par la relation d’équivalence R
suivante :

6,4 :X —» R"
oRY & IHeR™IN>0,Vz € X, ¢'(z) =t + Ap()

C% sera muni de la topologie quotient de la topologie de sous-espace de
(R,

Pour une partie A C X, nous noterons C# l’espace des applications non
constantes de A dans R”, et C* le quotient de C4 par R.

Nous disposons d’une inclusion C% C CX; en fait, la topologie de C% est
induite par celle de CX : C% est un sous-espace topologique de CX. D’autre
part, application de restriction C% — C4 est continue (passage au quotient
d’une application continue).

L’espace C% n’est bien siir pas compact (sauf pour k& = 2), mais on a le
résultat suivant :

Proposition 3.1. Pour toute partie A C X de cardinal > 2, pour tout a € A,
C#4 est homéomorphe d la sphére unité S de (R™)A\e}, En particulier, C4 est
compact.

Démonstration. Tout ¢ € C4 admet un unique représentant é € (R™)4
vérifiant

e é(a)=0
o YseayaylE@IP =1

ol ||.|| désigne la norme euclidienne de R™. On obtient ainsi une bijection
®:CA - S. &' est continue comme la composée d’une inclusion et de la
surjection canonique C4 — C4. S étant compacte, ® est un homéomorphisme.
|

Notation. Soit A C X et a € A fixés. Nous avons associé & tout élément
¢ € C# un représentant privilégié ¢ € (R™)4. Nous noterons ® 4 , 'application
C4 — (R™A ainsi obtenue.
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Remarquons en conséquence, que CX D C% est une compactification de C%.
L’exemple 3.4 montrera pourquoi elle ne nous est pas utile. La compactification
a laquelle nous allons nous intéresser est la suivante :

Définition 3.2. Soit

H= [ ¢4

ACX fA>2
Soit ¢ 'application :
c% - H
¢ = (cla)a

Le compactifié de C% que nous allons considérer est ’adhérence i(C%)

de i(C%) dans H (i(C%) est compact comme fermé du compact H). Cette
définition appelle la justification suivante :

Proposition 3.3. i : C% — H est injective et réalise un homéomorphisme sur
son 1mage.

Remarque. Le fait que ¢ réalise un homéomorphisme sur son image nous assure
que C'% est bien un sous-espace topologique de i(C%).

Démonstration.

i est injective car C% — CX l'est. D’apreés les remarques préliminaires, i
est continue. D’autre part, i~! : i(C%) — C% est la restriction de la projection
naturelle H — CX, qui est continue. Donc i~1 : i(C%) — C% est continue et i

réalise un homéomorphisme sur son image. W

Exemple 3.4. Prenons X = {a,b,d,e, f,g9} (k = 6) et plagons-nous dans R.
Soit (7p)p la suite d’éléments de C% définie par v, = (0,5, 5,5, 1,1 + 7).
Considérons d’abord cette suite dans CX. On a alors v, — (0,0,0,0,1,1) € CX.
D’autre part, i(v,) admet une limite ¢ dans H; cette limite vérifie

ex - (0,0,0,0,1,1)
C{a,b,d,e} = (07 03 ]-a 2)
¢rey = (0,1)

C{a,b} = (0, 1)

On peut interpréter cx comme une vue & grande échelle de ¢. Les points a, b, d, e
sont alors confondus : on parle de “collapse”. De la méme fagon, c(,5,4,c) €st
une vue de ¢ & Péchelle infinitésimale {a,b,d,e}. On peut interpréter de méme
toutes les composantes de c.

ab,de f, g
R A
N N

0 1
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Nous voyons que la limite ¢ € H contient plus d’informations que la sim-
ple limite dans CX : elle contient la donnée des positions relatives des points
a,b,d,e, f,g lorsque p — co. Ce fait est essentiel lorsque I'on étend ¢ au com-
pactifié d’un espace de configurations d’un nceud (voir la sous-section suivante).

Remarquons enfin sur cet exemple que ¢ vérifie la condition suivante (dite
condition de cohérence) : pour toutes parties A C B de X, avec {4 > 2, la
restriction de cp a A est soit constante, soit égale a cy4.

Il sera montré en 3.17 qu’en fait, cette condition caractérise les éléments de
i(C%).

Nous avons auparavant besoin de quelques définitions:

Définition 3.5. Soit F' ’ensemble des éléments de H vérifiant la condition de
cohérence évoquée plus haut, c’est-a-dire :

F={ce HYVYACBCX,8A > 2,cp|a est constante ou est égale & c4} (5)

Proposition 3.6. i(C%) C F

Démonstration. On a i(C%) C F. Montrons que F est fermé dans H. Soit
ACBC X avec A> 2, et a € A. L’application

f:c€e Hwcg e (RYB
(via ®p ,) est continue. De méme pour
g:c€ Hcae (RMHA

(via ®4,,). La condition de cohérence s’écrit alors comme une condition de
colinéarité et une condition de produit scalaire positif ou nul :

{ f(c)|a et g(c) colinéaires dans (R™)4
(f(©)la, g(c)) >0
La condition portant sur le produit scalaire est évidemment fermée. La condi-

tion de colinéarité est équivalente & la nullité de tous les déterminants mineurs
d’ordre 2 des deux vecteurs de (R™)%; cette condition est donc fermée. On en

déduit i(CY) C F. W

Définition 3.7. Nous appellerons arborescence de parties de X tout ensemble
S de parties de X vérifiant les propriétés suivantes :

e XeS
o VA€ S,44>2
e VA BeS,ANB=0,AouB

Proposition 3.8. Soit S une arborescence de parties de X. Les éléments de S
peuvent étre vus comme les sommets d’un arbre orienté remplissant les condi-
tions suivantes :
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e Le sommet initial de l’arbre est la partie X.

e Pour tout sommet A non terminal de larbre, les ensembles correspondant
auz descendants de A (i.e. les sommets extrémité d’une aréte issue de A)
sont tous inclus dans A, sont de cardinal > 2, et sont disjoints deux d
deuz.

D’autre part, il y a une correspondance bijective entre les arborescences de par-
ties de X et les arbres orientés décrits ci-dessus.

Démonstration. Si I’on se donne une arborescence S de parties de X, la
relation d’inclusion permet de reconstituer un arbre orienté qui satisfait les pro-
priétés ci-dessus. Réciproquement, & un arbre orienté satisfaisant les conditions
précédentes, on associe une arborescence en considérant simplement 1’ensemble
des sommets de cet arbre. Il n’est pas difficile de voir que le procédé ainsi défini
est bijectif. W

Définition 3.9. A tout élément de F', nous allons associer une arborescence S
de parties de X. Soit c € F.

e Si cx est injective, la condition 5 implique ¢ = i(cx). Donc ¢ € i(C%),
autrement dit ¢ appartient a 'espace de départ des configurations injec-
tives. Pour une telle configuration on pose comme arborescence : S =

{X}.

e Sinon, on écrit X = X; U...U X,, ou les X; (1 < j <r) sont les parties
maximales sur lesquelles cx est constante (on parle de partition de X
suivant les préimages de cx ). Pour tous les j € [1,7] tels que §X; > 2, on
note S; I'arborescence obtenue récursivement en considérant la partie X;.
Par définition S est constituée de X et de la réunion des S;. Ainsi S se
présente sous la forme

SZ{X,X]'I,... ,ij,...}

Exemple 3.10. Reprenons le cas de 'exemple 3.4. L’arborescence associée a
la configuration limite c est la suivante :

/N

{a b d e {f. g

{a b}

Arborescence S associée i ¢

31



Remarque. De maniere plus générale, si ¢ est un élément de F' quelconque, c4
s’interpréte comme une vue de ¢ a ’échelle A. Le corollaire 3.17 montrera que ¢
s’écrit comme une limite d’injections v, € C% bien choisies. Cela fournira une

interprétation géométrique du compactifié i(C%).

Définition 3.11. Soit S une arborescence de parties de X. Soit B € S (B C
X). On désignera par B/S le quotient de B par la relation d’équivalence

r=y
Vz,y € B T~y < ou
CesS, {z,y}CcCEB

Remarque. B/S est donc une partition de B en sous-ensembles non vides. En
fait, cette partition n’est rien d’autre que la partition de B suivant les préimages
de ¢p (C’est la partition B = By U...U B, utilisée plus haut lors de la définition
de §). On a toujours §(B/S) > 2.

On peut aussi interpréter B/S en termes de ’arbre associé &4 S. Soit en effet
A Dlarbre associé & I'arborescence S, auquel on a rajouté tous les singletons (voir
figure). Alors B/S n’est rien d’autre que ’ensemble des descendants de B dans
larbre A.

L’intérét d’introduire de tels ensembles B/S apparait dans la proposition
suivante:

Proposition 3.12. F' est en bijection avec

LI I Chss
S arborescence BES

Démonstration. Soit ¢ € F. Nous avons déja associé a ¢ I’arborescence S.
Soit B € S. Par définition de I’arborescence S, ’application ¢cg € CP induit
une injection de B/S dans R™ (modulo R), autrement dit un élément de C'% /s-
Nous disposons donc d’une famille d’éléments de C% /87 B variant dans S.

11 reste & montrer que la donnée de ’arborescence S et d’une famille (i5) ges,
avec ip € C% ¢, permet de reconstituer ¢ € F. Soit A C X,fA > 2. Soit B
le plus petit élément de S contenant A. Modulo R, on peut voir ip comme
une application de B dans R"”, constante sur les descendants de B, mais non
constante sur A (par définition de B). La restriction de ig & A fournit donc un
élément ¢4 € CA. Nous avons ainsi construit ¢ € H. Il n’est pas difficile de voir
que ¢ est dans F. On vérifie également que la correspondance obtenue entre F'
et | s [Ipes C/s st bijective. W

La proposition suivante est un premier pas vers la structure de variété de
F:

Proposition 3.13. Soit ¢ € F et S larborescence associée a c¢. Il existe un
voisinage V de ¢ dans F et un homéomorphisme

he: [[Uax [ [0,e[»V

Aes AES,A£X

ou Uy est un ouvert de 091/5 et € est un réel > 0.
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Démonstration. Notons (i4)4es la famille d’injections associée & ¢. On a
donc iy € Cffl /s Nous allons prel'ldre pour U4 un vgisir}age de i4 dans Cff1 /s
Nous définirons dans un premier temps une application

o: [[Chsx JI [0,400] - J[c*

AES A€S,A£X AEsS
((i%s) aes> (Aa) aes,azx) = (74)aes

Dans un deuxiéme temps, nous montrerons que pour i’, suffisamment proche
de i4 et Mg suffisamment proche de 0, les applications 4 (issues de ®) sont les
composantes d’un élément ¢’ € F. Nous aurons alors défini notre application
he.

Dans un troisiéme temps, nous montrerons que h, admet un inverse continu,
et que 'image de h, est un voisinage de ¢ dans F'.

Donnons-nous donc une famille (i4)4cs, avec iy € C9 /s> €t une famille
(Aa)aes,a#x, avec Ag € [0,+o00[. Pour abréger, nous noterons i’ = (i) 4 et
A=(A4)a.

Commencgons par choisir arbitrairement, pour tout A € S, un élément
“privilégié” appartenant & A/S. Ce choix étant fait, on constate que l'on dis-
pose, pour tout A € S, d’un élément privilégié a € A (en procédant de maniere
récursive).

Définissons maintenant y4 de maniere récursive, en partant du bas de I’arbo-
rescence S.

Si A € S est minimal pour la relation d’inclusion, nous posons

ya=iy €CYs=0Chcct

Soit maintenant A € S tel que yp a été défini pour toutes les parties B € S
strictement incluses dans A.

A/S constitue une partition de A en sous-ensembles non vides; notons
Ai,..., A, ceux qui sont de cardinal > 2. Soit a,aq, ... ,a, les éléments privilé-
giés respectifs de A, A4;,...,A,. Comme i, € C’E‘/S C C4, nous pouvons con-
sidérer le représentant ® 4 ,(i'4) € (R™)“. Nous avons également des représentants
P4, 0,(74;) € (R")4. Nous étendons ces éléments & (R")4 en les déclarant
nuls hors de A;. Nous pouvons désormais poser

YA = [(I)A,a (7’14) + Z )\Aj <I)Aj,aj (’YA]' )]R (6)

j=1

Le parametre A4, indique la taille relative, dans la configuration que I’on
cherche & construire, de A; par rapport & A. Lorsque A4, = 0, il y a “collapse”
des points de A;.

Tl convient de voir que y4 € CA. A/S posséde au moins deux éléments
By, Bs. Si by, by sont leurs éléments privilégiés, on constate que la formule 6
servant & définir v4 ne prend pas les mémes valeurs en by et by. Ainsi y4 est
non constante et appartient a CcA.
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Nous venons ainsi de construire ®. D’apres la formule 6, ¢ est continue.

Nous arrivons au deuxiéme point : montrer que les v4 sont les composantes
d’un élément ¢’ € F' (pour un bon choix de Uy et de €). Nous énongons pour
cela le lemme suivant :

Lemme 3.14. Si les composantes ya (A € S) vérifient la condition de restric-
tion

VA,B € §,A C B, yB|a est constante ou est égale G ya,
et si y4 sépare les éléments de A/S, i.e.
B,B' € A/S B # B' = y4(B)N~a(B') =0
alors les ya définissent un élément de F.

Démontrons ce lemme. Si D est une partie quelconque de X de cardinal
> 2, on définit A comme le plus petit élément de S contenant D, et on pose
YD = v4|lp. On avp € CP car D a une intersection non vide avec au moins
deux éléments de A/S (définition de A) et v4 sépare les éléments de A/S.
Les composantes (Yp)pcx,gp>2 ainsi définies vérifient encore la condition de
restriction 5; par conséquent elles définissent un élément de F.

Nous appliquons ce lemme & la famille (v4) issue de ®. Il est évident par
construction que les y4 vérifient la condition de restriction.

Il reste & montrer que pour un bon choix de U4 et de €, y4 sépare les éléments
de A/S.

Observons déja que cela est vrai lorsque (74) = ®(4,0) : on a alors y4 = i4.

Soit A € S fixée. Soit o4 la plus petite distance entre deux images distinctes
de ® 4 4(7'y), alors la condition € < &'y /2 entraine que v4 sépare les éléments de
A/S. Mais cette condition sur € dépend encore de i';. Notons a4 la plus petite
distance entre deux images distinctes de ® 4 ,(i4), alors en posant

. a4 . aa
Ua={i"y € CY, cla)y > =21} et € = min —
A ={iy A/s10a 2 } min ==,

nous avons bien que 4 sépare les éléments de A/S quelles que soient les familles
(i) et (Aa).

Pour ce choix de Uy et de €, et d’apres le lemme, les v4 définissent un
élément de F'. On note

hC:HUAx H [0,¢] —» F

Aes AES, A£X
@A) =

I’application obtenue. 11 est clair que h. est continue.
Nous avons maintenant besoin du lemme suivant :

Lemme 3.15. Sic' = h(i',\), alors Uarborescence S(c') associée a ¢’ s’obtient
a partir de S de la maniére suivante :

S(c') = S\{A/Ax # 0}

34



Remarque. Vue en tant qu’arborescence, S(¢') s’obtient & partir de S en suppri-
mant les sommets A tels que A4 # 0, et en faisant “remonter” leurs descendants.

Pour démontrer ce lemme, nous fixerons (i', A) et nous noterons y4 les com-
posantes de ®(i', A).

En utilisant le fait que 4 sépare les éléments de A/S, on obtient que S(c¢') C
S.

Posons &' = S\{A/A4 # 0}. Soit B € S§'. Montrons que yp est en fait dans
C% /st Soient a1, az € B représentant le méme élément de B/S’. 1l existe donc
A € 8 strictement incluse dans B, contenant a; et as. On a ainsi Ay = 0. De
plus, si C € S est telle que A G C C B, alors a; et ap ont méme image par iy,
puisque a; et az représentent le méme élément de C'//S' (par définition) et que
C/S' est quotient de C'/S. En examinant la formule 6 servant & définir yp, on
obtient (récursivement) que a; et az ont méme image par yp.

Soient maintenant a;,as € B représentant des éléments différents dans B/S’;
nous voulons montrer que yp sépare a; et as. Soit A le plus petit élément de
S contenant a1 et a. On a A C B. Si A = B, alors a; et as représentent
des éléments distincts dans B/S; comme 7yp sépare les éléments de B/S, on
obtient alors que yp sépare a; et as. Sinon, on sait quand méme que y4 sépare
les éléments de A/S, donc y4 sépare a1 et az. Or, d’apres la formule (1), vp
s’obtient & partir de v4 par un nombre fini d’homothéties > 0 et translations.
Comme le plus petit élément de S’ contenant a; et as est B, les homothéties
sont de rapport non nul. Donc g sépare a; et as.

Cela acheve de démontrer le lemme.

Le troisiéme point consiste & trouver un inverse continu a h.. Supposons
donc que ¢’ est “proche” de ¢ dans F' (dans un sens que 1’on déterminera plus
tard) et essayons de trouver (i’, \) tel que ¢’ = h.(i', A).

Soit A € S. Notons ay, ... ,a, les éléments privilégiés des éléments de A/S.
En nous inspirant de la formule 6, nous posons

i = Calier, o} (7)

Tl est clair qu’il existe un voisinage Wy de ¢ dans F tel que ¢’ € W, = iy €
Ua.

Soit A; € §,A;1 # X. On note A le plus petit élément de S contenant
strictement A; (il n’est pas génant ici de garder les notations de la formule 6).
Supposons d’abord avoir trouvé A tel que ¢’ = h (', \). D’apres la formule 6,

r
(PA,a(Ch) et (I)A,a(i;l) + Z )\Aj (I>Aj,aj (614]-)
=1

sont deux représentants du méme élément ¢/, € C4. Nous utilisons ensuite le
lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.16. Soient ¥, et vo deux représentants du méme élément v € CA.
Soit x,y,z,t des points de A tels que x et y ont des images distinctes par 7.
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Alors

@) =n@l _ [1720) =Pl
[[72(y) = 2@ [|72(y) — V()|

(||| désigne la norme euclidienne de R™).

Soit by € A; tel que by # a; dans A;/S. Soit également b € A 1’élément
privilégié d’un élément de A/S autre que A;. En appliquant le lemme aux deux
représentants de ¢/, décrits ci-dessus et avec les points z = b,y = a1,z = a1,t =
by, on constate que ’on obtient une formule (non explicitée ici) donnant A4, en
fonction de c/y,i’y et ¢y .

En récapitulant, nous avons défini une application continue g : ¢’ — (i', \),
d’un voisinage de ¢ dans F, & valeurs dans []4c5C% /s % [Taes,azx[0, +00]
Comme cette application est continue et envoie ¢ sur (7,0), on en déduit qu’il
existe un voisinage W de ¢ dans F tel que ¢/ € W = X € [0, €].

Un calcul montre que g et h. sont bien inverses 'une de ’autre. On en
déduit que h. réalise un homéomorphisme entre un voisinage de ¢ dans F et
[Tacs Uax [Tacs, a2x[0€[. Cela acheve la démonstration de la proposition. B

Comme corollaire de la proposition précédente, nous avons :

Corollaire 3.17. i(C%) =F

Démonstration. L’inclusion directe a été montrée en 3.6. Soit ¢ € F', on a

c € he(JJUA x []10,€]) € he(J] Ua x J]10,€D)

Or, d’aprés le lemme 3.15, ’aborescence associée & un élément de h (][] Ua x
[1]0, €[) est ’arborescence réduite & {X }. Donc

cei(C%)m
Théoréme 3.18. i(C%) = F est une variété a coins différentiable compacte.
Son bord OF est réunion disjointe, indexée par les arborescences S # {X}, de
variétés lisses sans bord, de codimension (S — 1) dans F.

Démonstration. Soit ¢ € F. La proposition 3.13 fournit clairement un
homéomorphisme entre un voisinage V' de ¢ dans F' et un ouvert d’un espace du
type R? x [0, 4+o00[?. Nous considérerons ’atlas constitué des h., pour ¢ € F.

Montrons que les changements de carte locale sont différentiables. Soient
¢, € F. On note V, V' les voisinages respectifs de ¢,c¢’ dans F, et S,S’ les
arborescences respectivement associées & ¢,¢’. On note aussi h : Qs — V et
h' : Qs — V' les cartes locales en ¢, ', avec

Qs = JJuax [ [0.e
Acs A€S,A£X

Qs = JJUuix I [0.€l
Acs! AeS' A£X
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Le changement de carte est défini d’'un ouvert Q de Qs dans un ouvert ' de
Q.

Il suffit de montrer le résultat dans le cas ol ¢/ € V. Remarquons qu’alors
S'cS.

Le changement de carte est décrit par la composée

Q=>VnV 5@

Or, VNV' € F C H et nous pouvons utiliser la structure différentiable
naturelle de H = [T4cx y452 C*-

D’une part, ’application h : 2 — H est de classe C*° d’apres la formule 6.

D’autre part, soit ¢’ € VNV'. Considérons ’application (b')~! : VNV' — Q'
au voisinage de ¢’. D’aprés la démonstration de la proposition précédente,
(W)=t est la restriction d’une application U — Q' de classe C*, ot U est un
voisinage de ¢ dans H (il s’agit de I’application que nous avions noté g : ¢’ —
(', A))-

Par composition, le changement de carte est de classe C*°.

Exemple 3.19. Prenons le cas n = 1. Lorsque X = 2, i(C%) est la sphere

de dimension 0. Lorsque X = 3, on trouve que i(C%) est la réunion disjointe

de 6 segments [0, 1]. Enfin, lorsque X = 4, on trouve que i(C%) est la réunion
disjointe de 24 pentagones (compacts).

3.2 Espaces de configurations d’un nceud

Nous allons maintenant compactifier I’espace Qg k des configurations injectives,
associé au diagramme G et au nceud K.

Définition 3.20. On note G le graphe obtenu & partir de G en rajoutant des
arétes entre toutes les paires de sommets univalents consécutifs (ce graphe cor-
respond au graphe en trait plein et trait pointillé de I'exemple 1.16). On note
A= {A C V|A connexe dans G et 4 > 2}

Définition 3.21. Soit 4 ’application
i:Qax — (SHY x (ST x J] ¢4
AcA
(S7p) = (57p7c = (CA)AEA)

ott S° est le compactifié d’Alexandroff de R3 et o1 c4 est obtenu en projetant
dans C4 ’injection V — R3 issue de K o s et p.

On appelle espace de configurations associé a G et K, et on note Cg k,
Iespace i(Qg,k ), ott I'adhérence est prise dans (S*)V x (S3)T x [T 44 C4-

Cette définition appelle la justification suivante :
Proposition 3.22. i est injective et réalise un homéomorphisme sur son im-

age.
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Démonstration. Le fait que ¢ est continue ne pose pas de probléeme. D’autre
part, i est clairement injective. Enfin, i~! : i(Q¢ k) = Q¢ k est la restriction
de la projection naturelle (S)V x (R*)T x [T 44 C* = (SH)Y x (R®)T, qui est
continue. Ainsi ¢ réalise un homéomorphisme sur son image. B

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.23. Cq,x = i(Qg,Kx) est une variété ¢ coins différentiable com-
pacte.

La démonstration de ce théoréme est similaire a celle faite dans le cas des
injections de X dans R™, mais est plus technique en raison de la présence du
nceud qui “impose” une échelle particuliere.

Donnons quelques éléments nécessaires a la démonstration de ce théoreme.

Définition 3.24 (Arborescence associée & z € Cg k). Pourtout z € Cg k,
on définit une arborescence S de parties de V' en procédant ainsi :

e On pose V € S.

e Soient V4,...,V, les composantes connexes dans G des parties maximales
sur lesquelles cy est constante. Pour tous les j € {1,...,r} tels que
#V; > 2, on pose V; € S.

e On procéde de la méme maniere, récursivement, avec les cy,, pour tout
Je{l,...,r} tel que §V; > 2.

De la méme maniére que dans le cas des injections de X dans R™, S est
Parborescence des “échelles” de la configuration z. Remarquons que S C A.

Définition 3.25 (Partition des univalents associée a = € C¢ k). Pour tout
z € Cg,Kx, on définit une partition P de I’ensemble U des sommets univalents,
comme étant la partition de U suivant les préimages de s : U — S*.

Remarque. P est toujours une partition en sommets univalents consécutifs.

Soit Ug le plus petit élément de S contenant U. Si P n’est pas la partition
triviale {U} (autrement dit si s n’est pas constante), alors Us € S est l’échelle
du neud : c’est le seul sommet A de S tel que ¢y soit visualisée & ’échelle du
nceeud. Plus précisément, si A € S est strictement inclus dans Ug (i.e. I’échelle
de A est située en dessous de I’échelle du neeud), alors c4|any (du moins pour
(AN U) > 2) doit étre portée par une droite paralléle & la tangente au nceud
au point du collapse, et I’ordre des points de A N U sur cette droite est donné
par lordre cyclique sur U.

Grossierement, une configuration proche d’une configuration limite z €
Ca,x est décrite par ses valeurs aux échelles représentatives (correspondant
aux éléments de S;) et les parametres A > 0 décrivant les rapports d’échelle
(avec éventuellement, lorsque P, est triviale, le parametre > 0 correspondant &
I’échelle du nceud).

Le nombre des parametres > 0 indique la codimension de la face dans laquelle
se trouve x.
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On partitionne ensuite Cq k en strates indexées par les couples (S,P) ou S
est une arborescence de parties de V et P est une partition de U. La codimension
de la strate (S,P) dans Cg,x vaut

e #S — 1 si P est non triviale.
o #S — 1 ou {S si P est triviale.

Définition 3.26 (Espace de configurations associé 4 une isotopie). Soit
G un diagramme uni-trivalent et K une isotopie reliant les nceuds Ky et Kj;.
Q¢, K est I'espace des configurations injectives associé & G et K. C’est un ouvert
de (SHY x (R®*)T x [0,1]. On note i; I’injection de Qg k, dans Cg,k,. Soit i
I’application

i:Qax — (SHYx (ST x J] ¢ x[0,1]
AcA
(8,p, t) = (Zt(‘g;p)at)

On appelle espace de configurations associé au diagramme G et & l'isotopie K,
et on note Cg i, I’espace

Cax =i(Q k)

ol 'adhérence est prise dans (S)V x (S%)7 x [T,c4 C4 x [0,1].
Proposition 3.27. Pour tout t € [0,1], lespace Qg Kk, est difféomorphe d
Qg K, L'espace Qg i est difféomorphe ¢ Q¢ k, x [0,1].

Démonstration. L’isotopie de noeuds K s’étend en une isotopie de difféomorphismes
H:R3? x [0,1] - R3? vérifiant

o Hj est lidentité de R3.

o K, = H,o0K,.

e 3C C R? compact tel que Vt € [0,1], H; est I'identité hors de C.

Alors H; induit de facon naturelle un difféomorphisme de Qg k, dans Qg k,.
On obtient également ainsi le difféomorphisme entre Q¢ k et Qg k, % [0,1]. B
On admet le résultat suivant :

Proposition 3.28. Le difféomorphisme Qg k, = Qa,k, défini en 3.27 s’étend
en un difféomorphisme Cq x, = Ca K, -

Définition 3.29 (Espace de configurations associé & un noeud vertical Kj).
Soit G' un diagramme uni-trivalent dessiné sur R et Ky un nceud vertical. Qg k,

est ’espace des configurations injectives associé & G et Ky. C’est un ouvert de

RV x (R3)T. Soit i 'application

) 3QG,K0 — EU X (SS)T X H CA
AcA
(s,p) = (s,p,0)
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ou R = [—00, +00] et ol les composantes de ¢ sont obtenues & partir de K o s
et p.

On appelle espace de configurations associé au diagramme G et au nceud
vertical Ky, et on note Cg, k,, l’espace

Ca,x, = i(Qa,K,)

ot I'adhérence est prise dans R* x (ST x [14e4 CA-
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4 Démonstration du théoréeme 2.1

Achevons la preuve du théoreme 2.1. Nous gardons les notations du paragraphe

2.1. 1 s’agit de montrer
1 1 1 1
§I®(K0) - ZI®(K0) = §I®(K1) - ZI®(K1)

D’apres la formule 4, il suffit de montrer que le tiers de la contribution du
bord latéral de C@ K. st égal au quart de la contribution du bord latéral de
»420

C®K . Or, d’apres la proposition 2.11, laire recouverte par ¢(9.Cq, k) sur
»A0

(S2)F g’écrit

Lo
Fx[0,1]

La quantité f?x[o 1] *Q est appelée contribution de la face F.
Considérons dans un premier temps ’espace C® oy Il possede exactement
»4A0

F face de Cg,kx

12 faces essentielles que nous pouvons schématiser ainsi :

.7:12:

N
—
&)
b

.7:23:
23

f3,4 H
34

.7:4’1 :
41
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On a de méme des faces essentielles Fi23, Fo34, F341, Fa12 correspondant
un collapse de 3 sommets, et des faces essentielles Fi1234, F2341, F3412, F4123 COI-
respondant & un collapse des 4 sommets. Pour les faces F faisant intervenir 4
sommets, on a codim(¢)(F x [0,1])) = 2, et pour les faces F faisant intervenir
3 sommets, la structure de l'espace de configuration montre qu’en tout point
xz € F x [0,1], di), est non inversible; donc la contribution de la face est nulle
(par le théoreme de Sard).

Montrons que les contributions des faces Fi 2, F2,3, F3,4, F4,1 sont égales.

La permutation suivante des sommets univalents

0:1,2,3,42,3,4,1

induit pour tout ¢ € Z/4Z un difféomorphisme g : F; i1 — Fit1,iy2. o étant
une permutation impaire, ce difféomorphisme renverse l'orientation. De plus,
o transforme les arétes orientées (13) et (24) en les arétes (24) et (31). En
conséquence thoq = ro1), ot T envoie (vy,vs) € (S2)% sur (—v2,v1) € (S%)? (nous
avons ici choisi d’ordonner les arétes de la maniere suivante : (13), (24)). Comme

r est un difféomorphisme renversant ’orientation et préservant la mesure de
(S?)2, on en déduit

/ o = - [ ogra=- [ (r o)
-7:1'+1,1‘+2><[0,1] .7:,',1'+1><[0,1] .7:,',,'+1><[0,1]

ES / '(p*Q
Fi,i+1x[0,1]

Considérons maintenant ’espace C@ Ko Il possede exactement 16 faces qui
, 820
se regroupent en 6 types :

P P p
3
2 3

Face detype 1 Face de type 2 Face detype 3
F_' - P Pen
@
3
Face detype 4 Facedetype5 Face detype 6

Pour 1 < k < 5, il y a exactement 3 faces de type k (correspondant aux
trois permutations circulaires de 1,2,3). Par un argument similaire & celui
utilisé pour le diagramme @), les contributions de ces 3 faces sont égales (les
permutations circulaires de 1,2,3 sont paires).

Pour 1 < k < 6, on notera Fy la face de type k représentée ci-dessus.
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Montrons que les contributions des faces F», F3, F4, F5, Fg sont nulles.

Pour k = 4,5,6, cela vient du fait que ¢(Fx x [0,1]) est inclus dans le lieu
de (S?)® décrit par 1’égalité d’au moins deux des trois composantes. Ce lieu est
de codimension 2 donc de mesure nulle.

¥ (Fs x [0,1]) est inclus dans le lieu de (S?)% décrit par la coplanarité des
trois arétes. Ce lieu est de codimension 1; donc la contribution de F3 est nulle.

Pour k = 2, introduisons la symétrie suivante :

q:fg - Fs
(1’273’P) '_> (1,273’Pl)

q est un difféomorphisme de F,. Ce difféomorphisme renverse ’orientation
car les sommets univalents 1,2, 3 sont inchangés et le sommet trivalent P subit
une symétrie par rapport & un point. Mais ¢poq = ro1), ol r envoie (vy,v2,v3) €
(5?)3 sur (—vg, —v1,v3) € (S?)3 (I'ordre choisi sur les arétes est (1P), (2P), (3P)).
r est un difféomorphisme préservant 1’orientation et la mesure de (S2)3. Ainsi

- [ @egra=-[  ourn
Fax[0,1] Fax[0,1]

= _/ V*Q
Fax[0,1]

En conséquence la contribution de la face F» est nulle.

A ce stade, il reste & montrer que la contribution de la face F, égale la
contribution de la face F7 ».

D’apres les résultats de la partie 3, F; est décrit par les parametres suivants :

Jron®®
Fax[0,1]

la direction v de l'aréte (1P), s1,s9,53 € S*
et S x F1,2 par les parametres suivants
2 1
veES? s),s5,8,€8

Une correspondance évidente fournit un difféomorphisme ¢ : F; = S? x Fy ».
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On notera encore 9 application

52 X f172 — 52 X (52)2
(v,2) = (v,9())
3

Alors 1og = rot, ot r envoie (v1,va,v3) € (S?)? sur (v1, —v2, —v3) € (S?)3.
Comme r est un difféomorphisme préservant I’orientation et la mesure de (S?)3,
il reste & voir que g préserve ’orientation.

Rappelons que F; et JFp2 sont orientées comme les bords des espaces de
configurations C®’KO et C®’K0.

Dans C®K , les coordonnées naturelles sont (s1,zp,s2,yp, s3,2p), et cet
s4A0

ordre spécifie ’orientation.
Un point de F; admet un voisinage dans C@K paramétré par les coor-

A0
données s, 82, 83, A, v (A est un parametre > 0), pour lesquelles nous avons la
correspondance

P=K(s1)+ M\

L’application (A, v) — Av étant directe, on en déduit sans peine que 'orientation
de F; est décrite par ’ordre suivant :

(s1,82,83,v) (8)

(on convient ici que le symbole v remplace deux coordonnées écrites dans un
ordre correspondant 3 l'orientation de S?).
Dans C® Ky’ Porientation est donnée par l’ordre suivant : (s, s5, sh, s4). Un

point de F » admet un voisinage dans C® K, paramétré par s, sk, sy, A, et la
correspondance est

sh=s87+ A
On en déduit que ’orientation de S? x Fi,2 est décrite par ’ordre suivant :
(v, 51,83, 5%) )

La considération des orientations 8 et 9 et de ’expression du difféomorphisme
q permet d’affirmer que ¢ préserve 'orientation. Cela acheve de démontrer 2.1.
[ |
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Appendice : La théorie du degré en topologie
différentielle

La théorie du degré, introduite par Brouwer et développée notamment par Mil-
nor, affirme que lorsque ’on a une application ¥ : X — Y de classe C'*°, entre
une variété X compacte orientée sans bord, et une variété Y connexe orientée
de méme dimension, le nombre algébrique de préimages (ou degré) d’une valeur
réguliere y € Y ne dépend pas du choix de cette valeur réguliere. L’entier ainsi
obtenu est appelé le degré de 'application . Il est noté deg(v)).

L’objet de cet appendice est d’étendre cette théorie au cas ou X est une
variété compacte & coins (proposition 4.4), puis au cas ol X est un recollement
de variétés & coins (proposition 4.7).

Notons que dans le cas ou X est une variété compacte & coins, le degré
n’est plus nécessairement constant, comme le montre ’exemple tres simple de
Pinclusion [0, 1] — R.

Placons-nous dans le cadre suivant : X est une variété a coins compacte
orientée, Y est une variété sans bord orientée de méme dimension que X. v est
une application X — Y de classe C*°. Nous noterons 0X le bord de X (réunion
des strates de codimenion > 1).

Définition 4.1. Soit Ry (Y) I'ensemble des valeurs régulieres de 1, c’est-a-dire
Ry,Y)={y€eY, v ' (y)y NOX =0 et Vz € ' (y), dip, est un isomorphisme}

Théoréme 4.2 (Sard). Ry(Y) est de mesure pleine dans Y (il est en partic-
ulier dense dansY ).

Définition 4.3. Pour y € Ry (Y'), on définit le degré de y par
deg($y) = ) sign(det dyy)
z€y~1(y)
Remarque. 1~ (y) est fini car c’est un ensemble compact et discret.

Proposition 4.4. Soit Q) une composante conneze de l'ouvert Y\¢(0X). Alors
Uapplication degré y — deg(v,y) est constante sur Ry(Y) N Q.

Démonstration. Il s’agit d’'une adaptation de la démonstration de Milnor
[Mil] (§5). Remarquons qu’il suffit de montrer que deg est constante sur toutes
les boules B C 2. Soit donc une boule B C 2 et yg,y; des valeurs régulieres
dans B. Nous voulons démontrer deg(«, yo) = deg(v, y1).

Soit (ht)¢efo,1] une isotopie de difféomorphismes de Y telle que

° hOZId

* hi(yo) = m
e YVt € [0,1], hy est l'identité hors de B.
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Posons M = X x [0,1]. M est une variété & coins, munie de l'orientation
produit. On définit Iapplication

F:M = Y
(@,8) = h((x))

On note 8; M le bord de codimension 1 de M, c’est-a-dire

M= X x{0}
U X x {1}
U  &Xx]0,1]

et OM le bord de M :

M= X x{0}
u X x {1}
U 0X x]0,1]

Remarquons tout de suite que F~1(y;)N01 M = (1 (y1) x {0}) U (¥ (yo) X
{1}). On en déduit que y; est réguliere pour F|g, ar; et son degré s’exprime en
fonction du degré de ¢ en yp et en y; :

deg(F|a, Y1) = deg(¢),y1) — deg(, yo)

Il faut noter ici que 01 M est orienté canoniquement comme bord de la variété
M. 1l reste donc & montrer que deg(F|a, am,y1) = 0.

Premier cas:  si y; est une valeur réguliere de F. Comme B C Q) C
Y\%(6X), on en déduit que F~!(y;) ne rencontre aucune des strates de codi-
mension > 2 dans M. Le lemme de submersion permet d’affirmer que V =
F~1(y1) est une sous-variété de M de codimension 1, et que

oV=VnNnoM =VnoM,

ensemble qui a été explicité plus haut. V est compacte car F' est continue.
Nous allons orienter V. Soit z € V; nous voulons orienter I’espace tangent
T,V. dFy : Ty M — Ty(,)Y induit un isomorphisme

T,M

— Tw(w)Y
Nous pouvons donc orienter (T, M)/(T,V) en spécifiant que dF, est directe.
T,V est alors orienté de telle facon que I’isomorphisme

T, M
T,V

.M =T,V &
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soit direct.
Connaissant la classification des variétés de dimension 1, on peut finalement
schématiser V ainsi :

X x {1}

M = X x [0,1]

X x {0}

Figure : Schématisation de V

Soit € OV et v, une base directe de T,, V. Par définition de I'orientation de
V, on a sign(det d(F|s, pm)z) = +1 si et seulement si v, pointe vers Iextérieur
de M. Or, il y a autant de x € 9V tels que v, pointe vers ’extérieur de M, que
de z € 9V tels que v, pointe vers l'intérieur de M (voir figure). En sommant
sur tous les x € OV, on obtient

deg(F|31May1) =0

Second cas: si y; n’est pas réguliere pour F'. D’apres le théoreme de Sard
appliqué & F', on peut choisir une valeur z € S? réguliere pour F, et suffisamment
proche de y; pour que l'on soit assuré que deg(F'|s,ar,2) = deg(F|o,m,y1)- En
utilisant le premier cas, on en conclut encore

deg(F|31M7yl) =0n

Considérons maintenant le cas d’un recollement de variétés & coins. Soient
X1, X5 deux variétés & coins compactes orientées, Y une variété sans bord ori-
entée. (dim X; = dim Xy = dimY’). Soit X un recollement de X; et X5 (X
désigne l'espace topologique X; LI X5 quotienté par l'identification des faces).
Soit 91 : X1 — Y et 92 : Xo — Y des applications de classe C*° admettant un
prolongement continu ¢ : X — Y. On note 94X le bord apparent de X et 0X
le bord total de X. Donnons quelques définitions :

Définition 4.5. L’ensemble des valeurs réguliéres de 1) est défini par :
Ry(Y)={y €Y, v ' (y) N0X = 0 et y régulitre pour 9, et 5}
C’est un ouvert de Y. Pour y € Ry (Y") on note

deg(v),y) = deg(¢1,y) + deg(v2,y)
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Proposition 4.6. Ry (Y) est de mesure pleine dans Y.

Démonstration. On a Ry(Y) = Ry, (Y) N Ry, (Y) N (Y9Y(0X)). D’apres le
théoreme de Sard, Ry, (Y) et Ry,(Y) sont de mesure pleine dans Y. D’autre
part, si F est une face de X; ou X, le théoréme de Sard appliqué a1 : F - Y
affirme que ¢(F) est de mesure nulle dans Y. En prenant la réunion sur toutes
les faces, on obtient que 1 (0X) est de mesure nulle, d’oti le résultat. W

La proposition principale est la suivante.

Proposition 4.7. Soit Q une composante connezxe par arcs de Y\1(94X).
Alors la fonction degré est constante sur Ry(Y) N Q.

Remarque. La proposition 4.4 nous permet a priori d’affirmer que le degré est
constant sur chaque composante connexe de Y\9(9X).

Démonstration. Soit yo,y1 € Ry(Y)NQ; nous voulons montrer deg(1), yo) =
deg(¢7 yl)

Montrons que I’on peut se ramener au cas ou Y = R%. Soit v :[0,1] = Y
un chemin continu reliant yo & y1. Pour tout ¢ € [0, 1], il existe un voisinage Wy
de 7(t) dans Y difféomorphe & R?. Soit I; un intervalle ouvert voisinage de t
dans [0, 1] tel que v(I;) C Wy. Par compacité de [0,1], il existe une suite finie
0<t <...<tg <1telle queles I, pour 1 < i < k, recouvrent [0,1]. On peut
également toujours supposer que Iy, NIy, ., # 0. D’apres le théoreme de Sard, on
peut choisir, pour 1 <4 < k — 1, une valeur réguliere z; € Wy, N Wy, N Ry (Y).
On peut alors trouver des chemins continus «y; : [0,1] — Wy, reliant z;—1 & z;
(en posant zg = yg et zx = y1). Il est clair maintenant que si nous connaissons
le résultat dans R?, nous pourrons en déduire deg(v,yo) = deg(¢,y1).

Dans le cas Y = RY, soit v le chemin de classe C* défini par (t) =
yo+1t(y1 —yo). Soit H 'hyperplan médiateur du segment [yg, y1] et m = WTyl €
H. Soit p la projection orthogonale de Y dans H. Y\¢(0X) étant un ouvert
contenant yo et y1, on peut trouver des voisinages yo € Wy C Y\¢(0X) et
y1 € Wi C Y\¢(8X). Soit W = p(Wy) Np(W1). W est un voisinage de m dans
H; on peut donc trouver une valeur réguliere z € W pour 'application po)|sx.
Soit 2o € Wy et z1 € Wi tel que p(z0) = p(21) = z. Nous modifions 7 en un
chemin de classe C*° allant en ligne droite de zp & 2;. En utilisant I’hypotheése
faite sur z, on a que <y ne rencontre pas I'image du bord de codimension > 2 de
X, et que y~1(»(8X)) est fini. Nous sommes donc dans la situation suivante :
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gl
— ¥(0X)

T T Y(8X)
N yex
:¢(5X)

=~ 1  4(X)

Par hypothese sur z, il existe un voisinage ouvert U de z dans H tel que

k
(podlox)™'(U) = || Us
i=1
potlax : Uy = U est un difffomorphisme

Il s’agit exactement de la situation représentée ci-dessus. On notera h; le
difféomorphisme U; — U. On veut remplacer U par un ouvert plus petit U’ tel
que

Vi<i<j<k,
- ou bien Vz € U’ (hi ' (z)) # 1/)(hj_1($))
- ou bien Yz € U',y(h; '(z)) = ¢(h; ' (z))
Soit 1 <14 < j < k. Définissons V; ; comme ’ensemble des z € U possédant
un voisinage sur lequel la condition ci-dessus est satisfaite. Il est aisé de vérifier
que V; ; est un ouvert dense de U. On peut alors prendre pour U’ une com-
posante connexe de 'ouvert

Mi<i<j<k Vi,

qui est non vide car dense dans U.

Soit alors z' € U’ une valeur réguliere pour p o 9|sx. On modifie v de telle
sorte que « aille en ligne droite et passe par z'. Le chemin ~y vérifie alors toutes
les conditions suivantes (illustrées par la figure ci-dessous) :
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V(v(®) 7 [-1,1]¢

0} x [—-1,1]¢-1
o0X) {0} x [-1,1]

—

. v 1(®(0X)) est un ensemble fini.

2. Tout y € ¥([0,1]) N (80X ) admet un voisinage V (y) dans Y difféomorphe
a[—1,1]

3. Ce difféomorphisme envoie 1 (8X) NV (y) sur {0} x [-1,1]¢~L.
4. Vx =4~ (9 (0X) NV (y)) est inclus dans le bord de codimension 1 de X
5. L’application Vx — [—1, 1]4~! induite par 9 est un difféomorphisme local.

Montrons enfin que le degré de ¢ est constant le long du chemin . On sait
déja que le degré est constant lorsque v ne rencontre pas 1(0X) (remarque 4).
Soit ¢ tel que y(t) € ¥(0X). () est dans 'image des faces recollées de X et
X5, mais n’est dans I"image d’aucun autre bord. Soit z € X une préimage par
1 de «y(t). = appartient donc & une face recollée.

On parametre X au voisinage de = par la coordonnée u € [—1,1]4"1. On
parameétre un voisinage Vx de x dans X par les coordonnées (A, u), ou A € [-1, 1]
représente la coordonnée “normale” (tandis que u représente la coordonnée “tan-
gentielle”). Au point z, on a u =\ = 0.

On parametre également le voisinage Vy = V(y(¢)) de v(t) dans Y par des
coordonnées (\',u') € [~1,1]¢. On peut toujours faire en sorte que 1) envoie
(0,u) sur (0,u).

Soit f une fonction de u de classe C* & valeurs dans [0,1], valant 1 au

voisinage de 0 et 0 hors de [—+, 2]%1. Soit g une fonction de A de classe C* &
11

202
valeurs dans [0,1], valant 1 au voisinage de 0 de 0 hors de [—3, 5].
On introduit 'isotopie
Y (A u) € Vx » (A u) €Y

définie par

Pe(Au) = (1= 1)p(A,u) + 1(f(w)g(N) DA, u) + (1 = f(u)g(X)Y(A, u))
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olt D(\, u) est une fonction qui s’écrit
N=)\u=u

dans les coordonnées naturelles de Vx et Vy.

Pour t =0,0n a vy =%. Pourt =1, on a ¥1(\,u) = (f(u)g(\)D(A,u) +
(1= fu)g(N)p (A, u)).

Considérons maintenant des X' strictement positifs proches de 0, et des 2’
proches de 0. Il est facile de voir que le degré de v; en une valeur réguliere
(N, u') est égal au degré de 1); en une valeur réguliere (—\',u').

Comme 'isotopie 9, fixe un voisinage de x dans X, la conclusion précédente
subsiste pour g; ainsi

deg(to, (X', u')) — deg(tho, (=X, u)) =0

Or, la variation du degré le long de +y lorsque I’on passe par 7(t), est égale & la
somme sur les préimages z € ()|sx) 1 (7(t)) de la variation exprimée ci-dessus.
Ainsi, le degré reste constant le long de v et deg(v,yo) = deg(v,y1). B
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