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GROUPES AL�EATOIRES

[d'apr�es Misha GROMOV, . . . ]

par �Etienne GHYS

INTRODUCTION

La th�eorie combinatoire des groupes traite pour l'essentiel des groupes de pr�esentation

�nie, c'est-�a-dire des groupes fondamentaux des poly�edres �nis. Les m�ethodes employ�ees,

d'abord combinatoires et topologiques [CM82], ont pris par la suite un aspect m�etrique, en

particulier sous l'impulsion de M. Gromov. Aujourd'hui, on pr�ef�ere parfois la terminologie

(( th�eorie g�eom�etrique des groupes )) [Ha00]. Une place consid�erable est faite �a des exem-

ples remarquables qui sont analys�es en d�etail : groupes libres, groupes fondamentaux de

surfaces, groupes arithm�etiques etc. Par ailleurs, quelques classes de groupes sont mises

en �evidence, comme celles des groupes nilpotents, polycycliques, r�esolubles, moyennables

etc., mais �a l'�evidence il ne s'agit que de classes tr�es particuli�eres qui n'illustrent pas le

(( comportement typique )) d'un groupe de pr�esentation �nie. Dans une s�erie d'articles

�etal�es sur une vingtaine d'ann�ees, M. Gromov propose une vision globale des propri�et�es

des groupes (( g�en�eriques )) ou (( al�eatoires )), dans un sens que nous pr�eciserons plus loin.

Cet expos�e fait le point sur la question. Comme souvent dans ce s�eminaire, il n'est pas

possible en quelques pages d'entrer dans les d�etails de preuves longues et diÆciles et il

nous faudra malheureusement nous contenter d'un survol super�ciel.

Le rôle jou�e par les objets g�en�eriques par rapport aux exemples sp�eci�ques d�epend

du domaine des math�ematiques consid�er�e. Dans la th�eorie des syst�emes dynamiques

par exemple, l'�etude des dynamiques g�en�eriques est absolument fondamentale alors que

la g�eom�etrie alg�ebrique accorde peut-être moins d'importance aux vari�et�es alg�ebriques

(( g�en�eriques )). Les m�ethodes pr�esent�ees dans cet expos�e permettent une premi�ere appro-

che al�eatoire en th�eorie g�eom�etrique des groupes. L'avenir dira si cette approche est

f�econde et si une v�eritable (( th�eorie des groupes al�eatoires )) est destin�ee �a se d�evelopper

(�a l'instar de la th�eorie des graphes al�eatoires ?). Quoi qu'il en soit, nous verrons que

ces m�ethodes permettent d'ores et d�ej�a de montrer l'existence de groupes aux propri�et�es

surprenantes.

Je remercie Thomas Delzant, Damien Gaboriau, Yann Ollivier, Lior Silberman, Alain

Valette et Andrzej _Zuk pour leur aide, et Misha Gromov pour ses belles math�ematiques.
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1. QUELQUES �ENONC�ES

Pour que notre (( marche al�eatoire parmi les groupes al�eatoires )) [Gr02] ne soit pas trop

d�esordonn�ee, je voudrais pr�esenter d'abord quelques �enonc�es que nous rencontrerons dans

cet expos�e et qui serviront de rep�eres.

Soit � un groupe engendr�e par une partie �nie S sym�etrique (i.e. S = S�1). Pour

chaque 
 de �, on note j
jS sa norme, longueur minimale d'un mot en les �el�ements de

S qui repr�esente 
. Si 
1 et 
2 sont deux �el�ements de �, on note dS(
1; 
2) = j
�11 
2jS.
Ceci munit � de la m�etrique des mots, invariante par translations �a gauche. Il est souvent

utile de plonger � dans son graphe de Cayley, dont les sommets sont les �el�ements du

groupe et les arêtes connectent les �el�ements �a distance 1. On prolonge naturellement

la distance dS au graphe (ou plus pr�ecis�ement �a sa r�ealisation g�eom�etrique), de mani�ere

�a ce que chaque arête soit isom�etrique �a l'intervalle [0; 1]. Un segment g�eod�esique est

un plongement isom�etrique d'un intervalle [0; n] dans le graphe de Cayley ; on confond

souvent un tel segment avec son image. Le groupe � est hyperbolique s'il existe une

constante ÆS > 0 telle que pour tout triplet d'�el�ements 
i (i = 1; 2; 3) et tout triplet de

segments g�eod�esiques ci les connectant deux �a deux, tout point de chacun des ci est �a

distance inf�erieure �a ÆS de la r�eunion des deux autres (�nesse des triangles g�eod�esiques).

Cette propri�et�e ne d�epend pas du choix de la partie g�en�eratrice S (même si la valeur de ÆS
en d�epend). Les groupes hyperboliques, introduits par M. Gromov dans [Gr81-84-87-93],

jouissent de nombreuses propri�et�es remarquables et ont fait l'objet de nombreux travaux

(voir par exemple [Gh90, GH90, CDP90, Al91] pour les fondements de la th�eorie) : on

peut dire aujourd'hui qu'ils sont bien compris. L'un des th�emes essentiels de cet expos�e

est qu'en un certain sens la majorit�e des groupes de pr�esentation �nie sont hyperboliques.

Choisissons deux entiers g > 2 et r > 1 et consid�erons les pr�esentations de groupes �a g

g�en�erateurs et r relateurs de la forme � = ha1; a2; : : : ; ag j m1;m2; : : : ;mri o�u les mj sont

des mots cycliquement r�eduits en les lettres a�1i (un mot est r�eduit s'il ne contient pas deux

lettres cons�ecutives inverses et cycliquement r�eduit si de plus la premi�ere et la derni�ere

lettre ne sont pas inverses). Si l'on �xe g et les longueurs lj des relateursmj (j = 1; : : : ; r),

il n'y a qu'un nombre �ni N(g; l1; : : : ; lr) de telles pr�esentations. Notons Nhyp(g; l1; : : : ; lr)

le nombre de celles qui d�e�nissent un groupe hyperbolique non �el�ementaire (c'est-�a-dire

in�ni et ne contenant pas de sous-groupe in�ni cyclique d'indice �ni). Le th�eor�eme

suivant a �et�e �enonc�e par M. Gromov dans [Gr87] puis d�emontr�e ind�ependamment par

C. Champetier [Ch91-95] et Y. Ol'shanski�� [Ols92a].

Th�eor�eme A. { La probabilit�e Nhyp(g; l1; : : : ; lr)=N(g; l1; : : : ; lr) pour qu'une pr�esentation

de groupe �a g g�en�erateurs et r relateurs d�e�nisse un groupe hyperbolique non �el�ementaire

tend vers 1 lorsque les longueurs l1; : : : ; lr des relateurs tendent vers l'in�ni.

Nous verrons que la diÆcult�e principale dans la preuve de ce th�eor�eme est dans le cas

o�u les lj ont des ordres de grandeur di��erents. Une autre approche a �et�e propos�ee par
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la suite par M. Gromov dans [Gr93]. Il s'agit encore de �xer le nombre de g�en�erateurs

mais de faire tendre le nombre de relateurs vers l'in�ni, en les gardant tous de la même

longueur l (tendant �egalement vers l'in�ni). Plus pr�ecis�ement, choisissons encore un entier

g > 2 et une constante c > 1 et consid�erons l'ensemble S(l � c; l + c) des mots r�eduits

en les lettres a�1i (i = 1; : : : ; g) dont les longueurs sont comprises entre l � c et l + c.

Chaque partie R � S(l � c; l + c) peut être consid�er�ee comme un ensemble de relateurs

et d�e�nit donc un groupe, quotient du groupe libre par le sous-groupe normal engendr�e

par R. Fixons un r�eel d 2 [0; 1] (appel�e densit�e) et une constante c0 > 1 et consid�erons

l'ensemble des parties R � S(l� c; l+ c), dites de densit�e d, dont le cardinal est compris

entre c0�1jS(l� c; l+ c)jd et c0jS(l� c; l+ c)jd (nous notons le cardinal d'un ensemble �ni

X par jXj). La preuve du th�eor�eme suivant a �et�e esquiss�ee par M. Gromov dans [Gr93]

puis pr�ecis�ee par Y. Ollivier [Oll03a-c].

Th�eor�eme B. { Si d > 1=2, la probabilit�e pour qu'une partie R � S(l � c; l + c) de

densit�e d d�e�nisse le groupe trivial tend vers 1 lorsque la longueur l tend vers l'in�ni.

{ Si d < 1=2, la probabilit�e pour qu'une partie R � S(l�c; l+c) de densit�e d d�e�nisse un
groupe hyperbolique non �el�ementaire tend vers 1 lorsque la longueur l tend vers l'in�ni.

Ces th�eor�emes ont d'importantes g�en�eralisations dans lesquelles on remplace le groupe

libre engendr�e par les ai par un groupe hyperbolique non �el�ementaire quelconque. Il s'agit

alors de consid�erer le quotient de ce groupe par le sous-groupe normalement engendr�e par

un nombre �ni d'�el�ements de grandes longueurs. En it�erant le proc�ed�e on construit une

suite de groupes hyperboliques et un passage �a la limite donne des exemples int�eressants

de groupes de type �ni. Une mani�ere agr�eable de pr�esenter ce genre de limite consiste �a

introduire une topologie sur l'ensemble Grg des sous-groupes normaux du groupe libre Fg

�a g g�en�erateurs ou, ce qui revient au même, sur l'ensemble des groupes dont on a choisi

une famille g�en�eratrice �a g �el�ements. Dans cette topologie, deux sous-groupes normaux

sont proches si leurs intersections avec une grande boule de Fg co��ncident. Cette topologie

(introduite par R. Grigorchuk [Gri85]) fait de Grg un espace m�etrisable compact. Soit

Hypg � Grg la partie d�e�nie par les groupes hyperboliques non �el�ementaires (d�enombrable

car ceux-ci sont de pr�esentation �nie) et Hypg son adh�erence dans Grg. En�n, on note

Hypstg l'adh�erence des groupes hyperboliques non �el�ementaires sans torsion. Le th�eor�eme

suivant est exprim�e dans le vocabulaire de C. Champetier [Ch91-00] mais on trouverait

des �enonc�es du même genre dans l'article de Y. Olshanski�� [Ols92b].

Th�eor�eme C. { Il existe un GÆ dense dans l'adh�erence des groupes hyperboliques non

�el�ementaires Hypg form�e de groupes in�nis dont tous les �el�ements sont d'ordre �ni.

Il existe un GÆ dense dans Hypstg form�e de groupes in�nis � qui :

{ poss�edent la propri�et�e (T) de Kazhdan (voir [HV89]) et sont donc non moyennables,

{ ne contiennent pas de sous-groupe non ab�elien libre,

{ n'ont aucun quotient �ni non trivial,

{ poss�edent une partie g�en�eratrice �a deux �el�ements.
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En�n, nous donnerons une id�ee g�en�erale de la d�emonstration par M. Gromov du

th�eor�eme suivant [Gr02].

Th�eor�eme D. { Il existe un groupe de pr�esentation �nie � qui ne se plonge pas de

mani�ere uniforme dans un espace de Hilbert H, autrement dit pour lequel il n'existe

aucun plongement i : �! H tel que F (dS(
1; 
2)) 6 jji(
1)� i(
2)jj 6 dS(
1; 
2) pour une

certaine fonction F : N! N tendant vers l'in�ni �a l'in�ni et pour tous 
1; 
2 dans �.

L'int�erêt de ce concept de plongement provient du fait qu'un th�eor�eme de Yu aÆrme

que tous les groupes qui se plongent uniform�ement dans un espace de Hilbert v�eri�ent

la conjecture de Baum-Connes (( grossi�ere )) (coarse) (et donc celle de Novikov) [Yu00].

Ces groupes sont aussi caract�eris�es par l'existence d'une action moyennable sur un espace

compact [HR00] ; c'est le cas pour tous les groupes hyperboliques [Se92]. On pourra

consulter �a ce sujet l'expos�e de G. Skandalis dans ce s�eminaire [Sk00]. Le th�eor�eme D

permet la construction de contre-exemples �a des versions g�en�eralis�ees de la conjecture de

Baum-Connes [HLS02].

Dans cet expos�e, la lettre l d�esignera toujours un entier destin�e �a tendre vers l'in�ni. Un

�ev�enement al�eatoire d�ependra de l et se r�ealisera avec une probabilit�e d�ependant �egalement

de l. Lorsque cette probabilit�e tend vers 1 quand l tend vers l'in�ni, nous dirons que

l'�ev�enement se r�ealise tr�es probablement.

2. MOD�ELE �A DENSIT�E

Densit�es

Commen�cons par donner une d�e�nition simple qui permet d'obtenir des estimations

intuitives sur la combinatoire d'ensembles �nis dont la taille tend vers l'in�ni. Soit X

un ensemble �ni de r�ef�erence, dont le cardinal tendra par la suite vers l'in�ni. Si A

est un ensemble �ni non vide, nous dirons (suivant [Gr93]) que la densit�e de A (sous-

entendu par rapport �a X) est dens(A) = log jAj= log jXj. Lorsque A est une partie de

X, sa codensit�e est d�e�nie par codens(A) = 1 � dens(A). Si X est un espace vectoriel

de dimension �nie sur un corps �ni et A est un sous-espace vectoriel, alors la densit�e est

bien sûr le rapport des dimensions dim(A)=dim(X). La codimension de l'intersection de

deux sous-espaces en position g�en�erale est la somme de leurs codimensions, sauf si cette

somme est sup�erieure �a la dimension ambiante, auquel cas l'intersection est triviale. Il

est remarquable que cette propri�et�e s'�etende aux parties d'un ensemble �ni, sans aucune

structure additionnelle, lorsque le cardinal tend vers l'in�ni. Plus pr�ecis�ement, �xons

deux nombres cod1 et cod2 dans l'intervalle [0; 1] et un � > 0. Consid�erons l'ensemble

(�ni) des couples de parties A1; A2 de X dont les codensit�es sont respectivement dans les

intervalles [cod1��; cod1+�] et [cod2��; cod2+�]. Parmi ces couples de parties (A1; A2) on

peut compter la proportion de ceux qui sont tels que la codensit�e de l'intersection v�eri�e

jcodens(A1 \ A2) � (cod1 + cod2)j 6 3�. Dans cette derni�ere in�egalit�e, nous convenons
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d'attribuer n'importe quelle codensit�e sup�erieure ou �egale �a 1 �a l'ensemble vide. Il se

trouve que lorsque le cardinal de X tend vers l'in�ni, cette proportion tend (rapidement)

vers 1. En particulier, si cod1 + cod2 > 1 et si � est assez petit, la probabilit�e pour que

A1 \A2 soit vide tend vers 1. La preuve est bien sûr facile mais nous en retiendrons qu'il

est souvent possible d'estimer le nombre de solutions d'(( �equations al�eatoires )) dans un

ensemble �ni de grande taille en (( comptant les �equations )). Voici un autre exemple : la

non injectivit�e d'une application f : A! X revient �a l'existence de solutions non triviales

�a l'�equation f(x) = f(y) �a deux inconnues dans A et �a valeurs dans X ; si d d�esigne la

densit�e deA, on s'attend donc �a ce qu'une application al�eatoire f soit injective si 2d�1 < 0

et non injective si 2d � 1 > 0. Formellement, cela signi�e que si les cardinaux de deux

ensembles �nis Al et Xl tendent vers l'in�ni avec une limite d = liml log jAlj= log jXlj, et
si 2d � 1 < 0 (resp. 2d � 1 > 0) alors une application f : Al ! Xl est tr�es probablement

injective (resp. non injective). On reconnâ�t le principe des tiroirs probabiliste (aussi connu

comme le paradoxe des dates d'anniversaire) : si on met l1=2+� objets au hasard dans l

tiroirs, tr�es probablement l'un des tiroirs contiendra au moins deux objets.

Dans le th�eor�eme B, nous utilisons un concept de (( partie R de S(l�c; l+c) de densit�e
d )) qui ne co��ncide pas exactement avec celui que nous venons de d�e�nir mais il est clair

que la densit�e de R dans notre nouveau sens tend vers d quand l tend vers l'in�ni et ce

changement de terminologie n'a aucune importance.

Diagrammes

Avant d'esquisser la preuve du th�eor�eme B, il nous faut faire quelques rappels. Soit � un

groupe poss�edant une pr�esentation de la forme ha1; : : : ; ag j m1; : : : ;mri. Par d�e�nition,
cela signi�e que � est le quotient du groupe libre Fg de base les ai par le sous-groupe normal

engendr�e par lesmj. Ainsi, un �el�ement 
 de Fg d�e�nit l'�el�ement neutre de � si et seulement

si on peut l'�ecrire comme un produit de conjugu�es des m�1
j . On doit �a Van Kampen une

repr�esentation topologique d'une telle situation en termes de diagrammes. Il s'agit d'un

graphe �ni connexe D plong�e dans le plan. De plus, chaque arête orient�ee de D est

�etiquet�ee par un mot r�eduit en les a�1i de telle sorte que l'�etiquette est invers�ee lorsque

l'on renverse l'orientation d'une arête. Sur le bord orient�e de chaque face f , c'est-�a-

dire de chaque composante born�ee du compl�ementaire du graphe, on lit un mot m(f)

en les a�1i (d�e�ni �a permutation cyclique pr�es). Sur le bord du diagramme, c'est-�a-dire

sur le bord de la composante non born�ee, on lit �egalement un mot m et il est clair

que le diagramme permet d'exprimer m comme un produit dans Fg de conjugu�es des

m(f). Le r�esultat (�el�ementaire) de Van Kampen consiste en la r�eciproque : si un mot

r�eduit m en les a�1i d�e�nit l'�el�ement neutre de �, il existe un diagramme dont les mots

associ�es aux faces sont des m�1
j et dont le mot lu sur le bord est m (voir par exem-

ple [LS01]). Nous ne consid�ererons que des diagrammes r�eduits, c'est-�a-dire tels que deux

faces adjacentes ne portent pas des mots inverses lorsqu'on les lit dans le sens direct �a
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partir d'un point commun (dans ce cas on peut retirer ces deux faces et produire par

recollement un diagramme poss�edant le même bord et moins de faces). La longueur du

mot m s'appelle le p�erim�etre du diagramme et se note j@Dj ; le nombre de faces est l'aire

et se note jDj.
Th�eor�eme B

Une caract�erisation importante des groupes hyperboliques est l'in�egalit�e isop�erim�etrique

lin�eaire. Un groupe � = ha1; : : : ; ag j m1; : : : ;mri est hyperbolique si et seulement s'il

existe une constante C > 0 telle que tout mot r�eduit m en les a�1i , trivial dans �, est le

bord d'un diagramme dont l'aire est born�ee par C fois son p�erim�etre (qui est la longueur de

m). On trouvera une d�emonstration �el�ementaire de ce fait dans [Al91]. L'hyperbolicit�e

d'un groupe poss�ede en fait un caract�ere semi-local : c'est le principe local/global de

Cartan-Hadamard-Gromov qu'on peut exprimer de la mani�ere suivante. Pour chaque

k > 0, il existe des entiers K et k0 > 0 tels que si � est un groupe de pr�esentation �nie

dont les relateurs sont de longueur l et si tous les diagrammes de � d'aire inf�erieure �a K

v�eri�ent kljDj 6 j@Dj alors tous les diagrammes v�eri�ent k0ljDj 6 j@Dj (voir[Gr87-93,
Oll03a-c,Pa96]). Ainsi, une information sur un nombre �ni de diagrammes peut permettre

de conclure �a l'hyperbolicit�e ; c'est la base des algorithmes de [Pa96].

Nous pouvons maintenant esquisser une preuve du th�eor�eme B. Commen�cons par la

partie facile et supposons d > 1=2. �A chaque �el�ement de S(l � c; l + c), c'est-�a-dire �a

chaque mot r�eduit en les a�1i de longueur comprise entre l � c et l + c, associons le mot

obtenu en oubliant la premi�ere lettre. Ceci d�e�nit une application f de S(l� c; l+ c) vers
S(l � c� 1; l + c� 1) entre deux ensembles �nis dont le rapport des cardinaux est born�e

(par 2g), ind�ependamment de l. Si la densit�e d'une partie al�eatoire R � S(l� c; l+ c) est
sup�erieure �a 1=2, on peut aÆrmer que lorsque l tend vers l'in�ni, tr�es probablement, la

restriction de f �a R n'est pas injective. Si deux relateurs de R ont la même image par f ,

leurs premi�eres lettres sont identi��ees dans le groupe d�e�ni par cette pr�esentation. Il est

facile d'en d�eduire que, tr�es probablement, tous les g�en�erateurs a�1i sont identi��es dans le

groupe quotient, de sorte que ce dernier a au plus deux �el�ements. Tr�es probablement, les

relateurs ne sont pas tous de longueur paire et le groupe est en fait trivial.

Supposons maintenant d < 1=2 et montrons que le groupe d�e�ni par R est tr�es proba-

blement hyperbolique non �el�ementaire. Pour cela, choisissons un graphe planaire con-

nexe �ni G et cherchons �a en �etiqueter les arêtes de mani�ere �a obtenir un diagramme de

Van Kampen pour R, i.e. de fa�con �a ce que les mots lus sur les bords des faces soient

des (permutations cycliques d') �el�ements de R ou de leurs inverses. Imaginons pour sim-

pli�er que le bord @G soit une courbe simple. On peut consid�erer le probl�eme comme

une (( �equation )) dans laquelle on cherche pour chaque face un �el�ement de R avec des

conditions de compatibilit�e le long des arêtes communes �a deux faces. L'(( inconnue )) est

donc un �el�ement de RjGj et chaque arête commune �a deux faces donne une contrainte.
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Ici, l'ensemble de r�ef�erence X peut être choisi comme �etant S(l � c; l + c). Remar-

quons que la codensit�e dans X de l'ensemble des mots ayant l0 lettres �x�ees est l0=l

(�a O(1=l) pr�es, mais nous n�egligerons ce (( d�etail ))). On peut calculer la densit�e de

l'ensemble des solutions pour un R al�eatoire (i.e. toujours lorsque l tend vers l'in�ni) :

on trouve bien sûr djGj �P li=l o�u la somme est �etendue sur toutes les longueurs li des

fronti�eres communes entre faces. Puisque chaque face a (environ) l arêtes dans son bord

et que chaque arête int�erieure est dans le bord de deux faces, on peut exprimer cette

densit�e comme djGj � (ljGj � j@Gj)=2l = (d � 1
2
)jGj+ j@Gj=2l. Par cons�equent, s'il y a

(( trop d'�equations )), c'est-�a-dire si j@Gj < l(1 � 2d)jGj, l'ensemble des solutions est tr�es

probablement vide. Cela signi�e que si l'on consid�ere l'ensemble �ni de tous les graphes

G dont l'aire est inf�erieure �a une constante K, tr�es probablement, seuls ceux qui v�eri�ent

l'in�egalit�e inverse j@Gj > l(1 � 2d)jGj apparaissent comme diagramme du groupe d�e�ni

par R. Le principe de Cartan-Hadamard-Gromov peut alors s'appliquer et, en choisissant

K assez grand, on conclut que le groupe associ�e �a R est tr�es probablement hyperbolique.

Avant de montrer que le groupe est in�ni, rappelons une construction classique. Soit

� = ha1; : : : ; ag j m1; : : : ;mri un groupe de pr�esentation �nie. On recolle r disques

topologiques le long de leurs bords sur un bouquet de g cercles, les applications de

recollement �etant donn�ees par les mots mj. Le groupe fondamental du 2-complexe �ni

ainsi obtenu est bien sûr isomorphe �a � et son revêtement universel est le 2-complexe

de Cayley associ�e �a la pr�esentation, dont le 1-squelette est le graphe de Cayley (si les

�el�ements de S ne sont pas d'ordre 2, ce que nous supposerons dans la suite).

L'argument pr�ec�edent peut s'appliquer �a des (( diagrammes sph�eriques )), c'est-�a-dire �a

des graphes �etiquet�es trac�es sur la sph�ere et tels que les mots lus sur toutes les faces soient

des conjugu�es cycliques d'�el�ements de R ou de leurs inverses. Ces nouveaux diagrammes

n'ayant pas de bord, le calcul pr�ec�edent montre que tr�es probablement un tel diagramme

ne se rencontre pas dans le groupe d�e�ni par R. Ceci entrâ�ne que le 2-complexe de Cayley

est 2-connexe et donc contractile. Le groupe associ�e �a R agit donc sur un complexe con-

tractile de dimension 2 et sa dimension cohomologique est donc �egale �a 2. En particulier,

ce groupe est sans torsion et non �el�ementaire car sa caract�eristique d'Euler-Poincar�e est

�egale �a 1� g + jRj.
L'esquisse de preuve que nous venons de pr�esenter n'est qu'une esquisse. . . De nom-

breux probl�emes (( techniques )) se pr�esentent dont le principal provient du fait que nous

avons suppos�e (implicitement !) dans notre calcul de densit�e que les relateurs plac�es sur

les faces du diagramme sont di��erents, de fa�con �a pouvoir traiter les �equations comme

(( ind�ependantes )). Pour obtenir une (( vraie preuve )), il faut des estimations beaucoup

plus soigneuses qui sont parfois d�elicates. Y. Ollivier a r�edig�e une preuve compl�ete

dans [Oll03b].
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Quotients al�eatoires d'un groupe hyperbolique

Si la densit�e de R est strictement inf�erieure �a 1=2, le groupe � engendr�e par les ai et

soumis aux relations R est tr�es probablement hyperbolique non �el�ementaire ; on aimerait

it�erer la construction pr�ec�edente et ajouter de nouvelles relations R0 dont les longueurs

sont grandes par rapport �a l. Nous allons d�ecrire rapidement cette g�en�eralisation.

Soit � un groupe engendr�e par une partie �nie sym�etrique S �a 2g �el�ements. Con-

sid�erons le nombre f(2n) de mots r�eduits dans les �el�ements de S de longueur 2n qui

repr�esentent l'�el�ement neutre de �. La (( densit�e des mots triviaux )), c'est-�a-dire la limite

� = limn!+1
1
2n
log2g�1 f(2n) existe : c'est la cocroissance du groupe � (relativement �a

S), reli�ee �a la vitesse de fuite �a l'in�ni de la marche al�eatoire sur �. Lorsque � n'est pas

librement engendr�e par S, on a toujours � > 1=2 (car si w est un mot r�eduit trivial dans �,

tous les mots de la forme 
w
�1 le sont �egalement de sorte que f(2n+ jwj) > (2g � 1)n).

Pour cette raison, on convient de d�e�nir la cocroissance du groupe libre par rapport �a une

base comme �etant 1=2.

Soit � un groupe hyperbolique non �el�ementaire engendr�e par (a1; a2; : : : ; ag) et soit

� > 1=2 la cocroissance correspondante. Soit d une densit�e dans l'intervalle [0; 1] et

c; c0 > 1 deux constantes auxiliaires. On note toujours S(l� c; l+ c) l'ensemble des mots

r�eduits dont la longueur est comprise entre l � c et l + c. Une partie R � S(l � c; l + c)

est de densit�e d si son cardinal est compris entre c0�1jS(l� c; l+ cjd et c0j(S(l� c; l+ c)jd.
On note hRi le sous-groupe normal de � engendr�e par la projection de R dans �. Le

th�eor�eme suivant est dû �a Y. Ollivier [Oll03a-c].

Th�eor�eme.{ Si d > 1� �, la probabilit�e pour qu'une partie R � S(l� c; l+ c) de densit�e

d d�e�nisse un groupe quotient �=hRi trivial tend vers 1 quand la longueur l tend vers

l'in�ni.

Si d < 1� �, la probabilit�e pour qu'une partie R � S(l� c; l+ c) de densit�e d d�e�nisse

un groupe quotient �=hRi hyperbolique non �el�ementaire tend vers 1 quand la longueur l

tend vers l'in�ni.

Ce th�eor�eme poss�ede plusieurs variantes : au lieu de consid�erer des parties R dans

S(l�c; l+c), c'est-�a-dire dans le groupe libre, on peut prendre des parties dans � form�ees

d'�el�ements de norme l dans �. On obtient des �enonc�es analogues.

L'esprit de la preuve de ces th�eor�emes est proche de celui que nous avons d�ecrit lorsque

� est un groupe libre mais les diÆcult�es techniques sont assez consid�erables. On con-

sid�ere d'abord une pr�esentation de � sous la forme ha1; a2; : : : ; ag j m1;m2; : : : ;mri, de
sorte que le groupe quotient �=hRi poss�ede une pr�esentation dont les relateurs sont d'une

part les mj et d'autre part les �el�ements de R. Un diagramme pour �=hRi poss�ede donc

deux sortes de faces. Si l est grand, les premi�eres sont (( petites )) par rapport aux se-

condes. Si l est grand par rapport �a la constante d'hyperbolicit�e ÆS du groupe �, la

g�eom�etrie de la (( partie petite )) d'un diagramme est proche de celle d'un arbre (les es-

paces Æ-hyperboliques s'approchent bien par des arbres [Gr87, GH90]). On peut alors
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�etablir qu'un diagramme est constitu�e de (( grandes faces )) entour�ees par des zones �nes,

dont l'�epaisseur est de l'ordre de log l. On estime le nombre de mani�eres d'�etiqueter un

diagramme avec des g�en�erateurs et les (( �equations de compatibilit�e )) que nous avons ren-

contr�ees le long des arêtes communes �a plusieurs faces doivent maintenant être remplac�ees

par des (( quasi-compatibilit�es )) dues au fait que les grandes faces ne sont pas exactement

jointives. C'est �a ce niveau que la cocroissance intervient de mani�ere naturelle puisqu'elle

permet bien sûr d'estimer le nombre de mots qui sont petits quand on les projette dans

�. Pour les (nombreux) d�etails de cette preuve, voir [Oll03a-c].

3. PETITE SIMPLIFICATION

La th�eorie des groupes �a petite simpli�cation tire son origine d'un article de 1949 par

V.A. Tartakovskii qui cherchait �a g�en�eraliser la solution g�eom�etrique au probl�eme des

mots donn�ee par M. Dehn dans le cas du groupe fondamental d'une surface compacte. Ini-

tialement de nature tr�es combinatoire, cette th�eorie a pris un aspect plus topologique grâce

�a R.C. Lyndon, P.E. Schupp et M. Greendlinger [LS01]. Plus r�ecemment, M. Gromov lui

donne un aspect purement g�eom�etrique qui permet de vastes g�en�eralisations [Gr01a-01b-

01c] que nous allons commencer �a survoler dans cette partie.

Th�eorie classique

Consid�erons deux mots m1 et m2 en les lettres a�11 ; : : : ; a�1g que nous supposerons

cycliquement r�eduits. Une pi�ece entre m1 et m2 est un mot p qui apparâ�t comme un

segment initial dans l'�ecriture de conjugu�es cycliques m0
1 et m

0
2 de m

�1
1 et m�1

2 tels que

m0
1 est distinct de m

0�1
2 . Par exemple, le mot a1a2 est une pi�ece entre a2a2a1a2a1a1a2 et

a1a1a
�1
2
a�1
1
a2, entre a1a2a3a1a2 et lui-même, mais pas entre a1a2a1a2 et lui-même. Pour

0 < � < 1, on dit qu'un ensemble de mots fm1; : : : ;mrg v�eri�e la condition de petite

simpli�cation C 0(�) si toute pi�ece entre deux mots mj1 et mj2 est de longueur strictement

inf�erieure �a � fois la plus petite des longueurs de mj1 et de mj2. Dans ce cas, on dit que

le groupe � = ha1; a2; : : : ; ag j m1;m2; : : : ;mri v�eri�e la condition de petite simpli�cation

C 0(�) (même s'il s'agit en fait d'une propri�et�e de la pr�esentation).

La remarque importante est que dans un diagramme de Van Kampen r�eduit relatif �a

une pr�esentation, les composantes connexes de l'intersection de deux faces adjacentes sont

(�etiquet�ees par) des pi�eces. Si l'on suppose une condition C 0(1=6), il en r�esulte que chaque

face int�erieure au diagramme est entour�ee par au moins 7 de ces pi�eces. Un argument

facile de caract�eristique d'Euler permet alors de montrer que l'intersection d'au moins

une des faces du diagramme avec le bord du diagramme a une composante connexe de

longueur strictement sup�erieure �a la moiti�e du p�erim�etre de cette face. Si un mot w r�eduit

en les a�1i est trivial dans �, il contient donc un sous-mot w0 qui est le d�ebut d'un con-

jugu�e cyclique m de l'un des m�1
j , de longueur strictement sup�erieure �a la moiti�e de celle

de m. Rempla�cant alors w0 dans w par m�1w0, on obtient apr�es r�eduction un nouveau

mot w1, plus court que w, qui est encore trivial dans � et l'it�eration du proc�ed�e m�ene au
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mot trivial : c'est l'algorithme de Dehn pour les groupes C 0(1=6), qui fut la motivation

initiale pour l'introduction de ce concept. Une autre cons�equence facile est l'in�egalit�e

isop�erim�etrique lin�eaire pour ces groupes : les groupes �a petite simpli�cation C 0(1=6)

sont donc hyperboliques. Il s'agit en fait de groupes hyperboliques assez particuliers et

la forme des triangles dans le graphe de Cayley est tr�es facile �a analyser [GH90, Ch94].

Dans [Gr01a], M. Gromov montre qu'un groupe C 0(1=6) agit en fait par isom�etries sur un

2-complexe simplement connexe muni d'une m�etrique �a courbure n�egative (i.e. v�eri�ant

une condition CAT (�k2), voir [BH99]) mais cette construction ne s'�etend malheureuse-

ment pas aux cas plus g�en�eraux que nous allons rencontrer dans la suite de ce texte.
�Etant donn�ee une partie R de S(l� c; l+ c) de densit�e d 2 [0; 1] comme au paragraphe

pr�ec�edent, il est facile d'estimer la taille probable des plus grandes pi�eces entre les �el�ements

de R : si 2d < �, le groupe d�e�ni par les relations R v�eri�e tr�es probablement C 0(�). On

remarquera donc que ceci donne une autre preuve du th�eor�eme B lorsque d < 1=12 mais

que pour 1=12 6 d < 1=2 les groupes hyperboliques que nous avons construits grâce �a ce

th�eor�eme ne sont pas redevables de la th�eorie des groupes C 0(1=6).

Th�eorie relative : le th�eor�eme A

La th�eorie classique de la petite simpli�cation est parfaitement adapt�ee pour �etudier

des groupes ha1; a2; : : : ; ag j m1;m2; : : : ;mri dont on �xe le nombre de g�en�erateurs g et

de relateurs r, lorsque les longueurs des relateurs tendent vers l'in�ni, �a condition que

ces longueurs gardent le même ordre de grandeur. Pour chaque 0 < � < 1, la condition

C 0(�) est alors tr�es probablement satisfaite et le groupe est hyperbolique non �el�ementaire.

Ce cas correspond d'ailleurs �a celui o�u la densit�e d est nulle dans le th�eor�eme B. Un cas

tr�es analogue est celui o�u l'on choisit les r relateurs al�eatoirement dans la boule de rayon

l car dans cette boule, une grande proportion des �el�ements ont en fait une norme tr�es

proche de l (par la croissance exponentielle du groupe libre). Dans ce dernier mod�ele

�el�ementaire, on peut cependant obtenir des informations alg�ebriques plus pr�ecises sur les

groupes al�eatoires obtenus [Ar97-98,AO96,KS02].

Une diÆcult�e s�erieuse apparâ�t lorsque les mj sont tous tr�es longs mais de longueurs

tr�es di��erentes. Si par exemple, la longueur de m2 est de l'ordre de l'exponentielle de

celle de m1, il est probable que m1 soit un sous-mot de m2 et aucune condition de petite

simpli�cation n'est satisfaite. C'est la raison pour laquelle il est n�ecessaire d'introduire un

concept de petite simpli�cation relativement �a un groupe hyperbolique. Suivant des indi-

cations succinctes de M. Gromov ([Gr87, 5.5.F]), cette th�eorie relative a �et�e mise au point

ind�ependamment par C. Champetier, T. Delzant et Y. Olshanski�� [Ch91-94,De96,Ols92a-

92b].

Soit � un groupe hyperbolique non �el�ementaire engendr�e par une partie �nie sym�etrique

S, et ÆS > 0 la constante d'hyperbolicit�e correspondante. Un mot m de longueur jmj en
les �el�ements de S est g�eod�esique ou minimal si l'�el�ement 
 de � qu'il d�e�nit est de norme

j
jS = jmj, et minimal dans sa classe de conjugaison si de plus tous les conjugu�es de 
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ont une norme sup�erieure ou �egale �a jmj. Si m1 et m2 sont minimaux dans leur classe de

conjugaison, une a-pi�ece est la donn�ee de deux sous-mots p1 et p2 de conjugu�es cycliques

de m1 et m2 qui sont a-proches dans le sens suivant : il existe deux mots u; v de longueur

inf�erieure �a a tels que p1 = up2v dans �. Il faut cependant exclure de la d�e�nition un

cas trivial : si m0
1 et m

0
2 d�esignent les conjugu�es cycliques qui commencent par p1 et p2,

on demande que les �el�ements m0
1 et um

0
2u
�1 de � ne soient pas �egaux. Il est important

de remarquer que la valeur de a n'est pas tr�es importante pour des �el�ements de grandes

longueurs : un argument �el�ementaire montre que si m1 et m2 partagent une a-pi�ece de

longueur t, alors ils partagent une 2ÆS-pi�ece de longueur t�2a, ce qui justi�e de se limiter

aux 2ÆS-pi�eces.

Soit 0 < � < 1 et R un ensemble de mots minimaux dans leur classe de conjugaison.

On dit que R v�eri�e une condition de petite simpli�cation C 0(�) relativement �a (�; S) si

d'une part tous les �el�ements de R sont assez grands (de longueur sup�erieure �a cst �ÆS pour
une constante universelle cst dont la valeur pr�ecise n'a que peu d'int�erêt) et si, d'autre

part, pour tout couple de mots m1;m2, toute 2ÆS-pi�ece entre m1 et m
�1
2 est de longueur

inf�erieure �a � inf(jm1j; jm2j). Nous �enon�cons le r�esultat principal de cette th�eorie relative
sous la forme donn�ee par T. Delzant [De96].

Th�eor�eme { Si � < 1=8 et si R v�eri�e la condition de petite simpli�cation C 0(�), alors

le quotient �=hRi de � par le sous-groupe normal engendr�e par (la projection dans � de)

R est hyperbolique (de constante d'hyperbolicit�e inf�erieure �a cst � supm2R jmj). De plus, la

boule de rayon 1
4 infm2R jmj � cst � ÆS dans � s'injecte dans le quotient �=hRi.

La d�emonstration de ce th�eor�eme est fond�ee sur une propri�et�e importante des espaces

m�etriques Æ-hyperboliques (X; d) [Gr87] : pour toute partie �nie E � X, il existe un

arbre m�etrique �ni (T; d0) et une application i : E ! T telle que pour tout (x; y), on a

d(x; y)� 2Æ log2(jEj � 2) 6 d0(i(x); i(y)) 6 d(x; y).

La d�emonstration du th�eor�eme A de g�en�ericit�e des groupes hyperboliques parmi les

groupes dont on �xe le nombre g de g�en�erateurs et le nombre r de relateurs est un corollaire

facile de cette th�eorie relative. Supposons par exemple, r = 2 et l1 6 l2. Si l2 6 l31 et l1

tend vers l'in�ni, la probabilit�e pour que le groupe Fg=hm1;m2i soit �a petite simpli�cation

C 0(1=100) tend vers 1. Si par contre l1 tend vers l'in�ni et l2 > l31, on proc�ede en deux

�etapes. Tout d'abord, la probabilit�e pour que le groupe Fg=hm1i soit C 0(1=100) tend vers

1. Puis on montre (assez facilement) que la probabilit�e pour que (la r�eduction g�eod�esique

de) fm2g soit �a petite simpli�cationC 0(1=100) relativement �a Fg=hm1i tend �egalement vers

1, de sorte que Fg=hm1;m2i = (Fg=hm1i)=hm2i est �egalement hyperbolique. Bien entendu,

les groupes hyperboliques ainsi construits sont assez particuliers : C. Champetier montre

aussi (pour r = 2) que lorsque les longueurs li tendent vers l'in�ni, les groupes obtenus

sont tr�es probablement sans torsion et de dimension cohomologique 2.
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4. ESPACE DES GROUPES DE TYPE FINI

L'ensemble des classes d'isomorphisme de groupes de type �ni (i.e. engendr�es par

une partie �nie) est non d�enombrable (voir [Ne37] pour une jolie preuve). On appelle

groupe marqu�e �a g g�en�erateurs la donn�ee d'un sous-groupe normal N du groupe libre �a g

g�en�erateurs Fg, ou d'une surjection Fg ! Fg=N de Fg sur un de ses quotients. De mani�ere

�equivalente, il s'agit d'un groupe dont on a �x�e une famille g�en�eratrice (a1; : : : ; ag).

L'ensemble Grg de ces groupes marqu�es est naturellementmuni d'une topologie m�etrisable

qui en fait un compact totalement discontinu : deux groupes marqu�es sont proches si les

noyaux des surjections correspondantes ont la même intersection avec une grande boule

dans Fg. Deux groupes marqu�es proches ont des graphes de Cayley qui sont (( les mêmes ))

dans une grande boule. Dans cette topologie, les groupes de pr�esentation �nie forment

une partie d�enombrable dense. L'�etude de cet espace n'en est qu'�a ses d�ebuts : nous allons

d�ecrire rapidement quelques r�esultats de C. Champetier [Ch91-00] et M. Gromov [Gr93].

Relation d'isomorphisme

Un groupe de type �ni peut être engendr�e de nombreuses mani�eres par une partie �nie,

de sorte qu'il existe une relation d'�equivalence naturelle, l'isomorphisme', sur ces espaces
Grg, dont l'ensemble quotient est l'ensemble des classes d'isomorphisme de groupes �a g

g�en�erateurs. C'est ce quotient qu'on aimerait comprendre.

Chaque Grg se plonge dans Grg+1 comme un ouvert ferm�e (par composition �a la

source avec la surjection de Fg+1 sur Fg qui envoie le dernier g�en�erateur sur l'identit�e).

On peut donc consid�erer la r�eunion croissante Gr des Grg : c'est l'espace localement

compact des groupes marqu�es de type �ni, ou encore l'espace des sous-groupes nor-

maux de F1 = F (a1; : : :) qui contiennent les ai avec i assez grand. Si un groupe

est engendr�e par (a1; a2; : : : ; ag), il est �egalement engendr�e par (id; a1; a2; : : : ; ag), par

(a�11 ; a2; : : : ; ag), par (a1a2; a2; : : : ; ag) et par (a2; a1; : : : ; ag). Chacun de ces changements

de famille g�en�eratrice peut être vu comme un hom�eomorphisme de Gr et un th�eor�eme

classique de Tietze peut s'interpr�eter en disant que les orbites du groupe T engendr�e par

ces quatre hom�eomorphismes de Gr sont pr�ecis�ement les classes d'isomorphisme [LS01].

Une fonction i : Gr ! E d�e�nit un invariant de groupe (i.e. ind�ependant de la famille

g�en�eratrice) si et seulement si elle est invariante par l'action de T . Un tel invariant est

particuli�erement int�eressant si E est un espace bor�elien standard (isomorphe �a un espace

m�etrique s�eparable muni de la tribu de ses bor�eliens) et si i est une application bor�elienne.

Par exemple, le rang d'un groupe (cardinal minimum d'une famille g�en�eratrice) ou les

nombres de Betti sont de tels invariants. Il se trouve que l'action de T sur Gr est trop

compliqu�ee pour que le quotient soit standard : voici un r�esultat de [Ch91-00] (voir

aussi [SZ94]).

Th�eor�eme.{ Il n'existe pas d'application bor�elienne i : Gr ! E dans un espace bor�elien

standard qui s�epare les classes d'isomorphisme, i.e. telle que i(x) = i(y) si et seulement

si x ' y.
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La d�emonstration de ce th�eor�eme est une jolie application de la th�eorie de la petite

simpli�cation classique. Soit � un automorphisme du groupe libre F2 et w un �el�ement de

F2. Pour chaque suite e :Z! f0; 1g, on consid�ere le groupe marqu�e �e qui est le quotient

de F2 par le sous-groupe normal engendr�e par les �i(w) pour les i tels que e(i) = 1. Ceci

d�e�nit une application (bor�elienne) de f0; 1gZdans Gr. Il est clair que si on d�e�nit les

suites d�ecal�ees ek(i) = e(i + k), tous les groupes marqu�es �ek sont dans la même classe

d'isomorphisme. Si l'on choisit � d�e�ni par �(a1) = a1a2 et �(a2) = a1, il n'est pas

diÆcile de trouver des mots w assez compliqu�es pour s'assurer que la famille f�i(w)g
(i 2 N) v�eri�e la condition de petite simpli�cation C 0(1=6). Ceci permet de montrer que

�e et �e0 ne sont isomorphes que si e et e0 sont d�ecal�ees l'une de l'autre. On obtient donc

un plongement de f0; 1gZdans Gr et la relation induite par ' sur f0; 1gZest celle d�e�nie
par le d�ecalage. Le th�eor�eme r�esulte du fait que les fonctions bor�eliennes invariantes par

d�ecalage ne s�eparent pas les orbites (il suÆt par exemple d'utiliser l'ergodicit�e du d�ecalage

pour la mesure de Bernoulli (1=2; 1=2)).

Dans [TV99], S. Thomas et B. Velickovic vont plus loin et montrent que la relation '
est universelle, c'est-�a-dire que pour toute relation d'�equivalence � bor�elienne �a classes

d�enombrables sur un bor�elien standard X, il existe une application bor�elienne f : X ! Gr
telle que f(x) ' f(y) si et seulement si x � y. Autrement dit, la relation d'isomorphisme

' est aussi compliqu�ee que possible. . .

Puisque l'action de T sur Gr n'a pas de bon quotient mesurable, on pourrait tenter

une description (( ergodique )) de cet espace quotient. Malheureusement, on ne sait pas

s'il existe une mesure de Radon sur Gr qui soit quasi-invariante par T (i.e. telle que la

collection des bor�eliens de mesure nulle soit invariante par T ). La non existence d'une

mesure invariante parâ�t probable mais elle ne semble pas �etablie. L'approche topologique

parâ�t donc plus adapt�ee mais l�a encore notre compr�ehension n'est que tr�es partielle. On

trouvera une discussion int�eressante des probl�emes de cette nature dans [Gr93].

Adh�erence des groupes hyperboliques : le th�eor�eme C

Les groupes marqu�es de pr�esentation �nie forment �evidemment une partie d�enombrable

dense dans Gr. Les propri�et�es des groupes hyperboliques, extrêmement stables grâce �a la

th�eorie de la petite simpli�cation relative, permettent d'obtenir des informations sur leur

adh�erence dans l'espace des groupes de type �ni. On note Hyp et Hypst les parties de Gr
d�e�nies par les groupes hyperboliques non �el�ementaires et hyperboliques non �el�ementaires

sans torsion, et Hyp, Hypst leurs adh�erences dans Gr.
�Etant donn�e un �el�ement 
 d'ordre in�ni d'un groupe hyperbolique marqu�e non �el�emen-

taire �, on montre sans (trop de) diÆcult�e qu'il poss�ede des puissances arbitrairement

grandes 
n telles que le singleton f
ng v�eri�e une condition de petite simpli�cation

C 0(1=10) relativement �a �. Ces groupes �n = �=h
ni sont donc hyperboliques non

�el�ementaires et convergent vers le groupe �. Par cons�equent, pour chaque �el�ement w de

Fg, l'ensemble des groupes marqu�es �a g g�en�erateurs tels que (la projection de) l'�el�ement
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w soit d'ordre �ni, est un ouvert qui rencontre Hyp sur une partie dense dans Hyp. Le

th�eor�eme de Baire implique alors :

Th�eor�eme.{ Il existe un GÆ dense dans l'adh�erence des groupes hyperboliques non �el�e-

mentaires Hyp form�e de groupes dont tous les �el�ements sont d'ordre �ni.

L'existence de groupes in�nis de type �ni dont tous les �el�ements sont de torsion est

d�ej�a remarquable. Dans [IO96], S. Ivanov et Y. Olshanski�� montrent en fait que tout

groupe hyperbolique non �el�ementaire poss�ede un quotient in�ni de torsion dont les ordres

des �el�ements sont born�es. Une approche plus g�eom�etrique de ce r�esultat est en cours de

r�edaction par T. Delzant et M. Gromov.

Si � est un groupe quelconque, son centre virtuel Zvirt(�) est le sous-groupe normal

form�e des �el�ements qui n'ont qu'un nombre �ni de conjugu�es. Lorsque � est hyperbolique

non �el�ementaire, Zvirt(�) est un groupe �ni et on s'assure que �=Zvirt(�) est un groupe

hyperbolique dont le centre virtuel est trivial. L'existence d'un centre virtuel non trivial

est source de diÆcult�es techniques. Notons en e�et C(�) le centralisateur dans � de

Zvirt(�) (d'indice �ni dans �) et soit 
 un �el�ement de � � C(�). Alors f
g ne peut

pas v�eri�er de condition de petite simpli�cation. En e�et, il existe par d�e�nition un

�el�ement z du centre virtuel tel que 
z
�1 6= z de sorte que si a = sup(jzjS; j
z
�1jS),
on peut dire que 
 partage une a-pi�ece avec lui-même. Dans la construction pr�ec�edente

d'�el�ements de torsion par exemple, pour s'assurer que f
ng est �a petite simpli�cation, il

fallait choisir n tel que f
ng soit dans C(�). En g�en�eral, il est agr�eable de supposer que

� est �a centralisateurs cycliques, i.e. le centralisateur de chaque �el�ement non trivial est

cyclique, �ni ou in�ni. Cette propri�et�e garantit la trivialit�e du centre virtuel ; elle est par

exemple satisfaite si le groupe hyperbolique est sans torsion. On note Hypcc l'adh�erence
des groupes hyperboliques non �el�ementaires dont les centralisateurs de tous les �el�ements

non triviaux sont cycliques, �nis ou in�nis : il s'agit d'un ensemble de Cantor.

Nous pouvons maintenant esquisser la preuve du th�eor�eme C, donn�ee dans ses grandes

lignes dans [Gr87] puis mise au point dans [Ols92a-92b] et [Ch91-00] sous des formes

l�eg�erement di��erentes. Nous suivons ici [Ch00] qui travaille directement dans l'espace Gr.
Soit � un groupe hyperbolique non �el�ementaire et sans torsion (resp. �a centralisateurs

cycliques) engendr�e par (a1; : : : ; ag), soient H1; : : : ;Hk des sous-groupes non �el�ementaires

et l un entier (grand). La premi�ere �etape consiste �a construire une surjection � de � sur un

groupe hyperbolique � non �el�ementaire sans torsion (resp. �a centralisateurs cycliques) tel

que d'une part chacun desHi se surjecte sur � et, d'autre part, la restriction de � �a la boule

de rayon l dans � est injective. De plus, on peut choisir � de telle sorte que � soit engendr�e

par deux �el�ements. Supposons pour simpli�er que k = 1. On cherche des �el�ements hi

(i = 1; : : : ; g + 2) qui appartiennent �a H1 et qui sont tels que a
�1
1 h1; : : : ; a

�1
g hg; hg+1; hg+2

soient de tr�es grande norme et forment une famille v�eri�ant une condition de petite simpli-

�cation relative. Si l'on dispose d'une telle famille, le quotient � = �=ha�11 h1; : : : ; a
�1
g hgi



916-15

sera hyperbolique. Par construction, H1 se surjecte sur � car l'image de H1 dans � con-

tient tous les �(ai). Par ailleurs les projections de hg+1 et hg+2 dans � engendrent un

groupe libre de sorte que � est non �el�ementaire. C'est la condition sur la torsion (ou sur

les centralisateurs cycliques) qui permet de construire assez facilement de tels �el�ements

hi (on choisit des hi de longueurs comparables et on montre que lorsque ces longueurs

tendent vers l'in�ni la proportion des choix qui ne v�eri�ent pas la condition cherch�ee tend

vers 0) ; et on peut par ailleurs assurer que le quotient � est lui-même sans torsion ou �a

centralisateurs cycliques suivant le cas. En�n, en appliquant la construction pr�ec�edente

au produit libre � ? F2 muni des sous-groupes Hi et F2, on peut faire en sorte que � soit

engendr�e par deux �el�ements.

Consid�erons maintenant k groupes hyperboliques marqu�es �a g g�en�erateurs �1; : : : ;�k,

sans torsion (resp. �a centralisateurs cycliques) et appliquons le fait pr�ec�edent �a leur produit

libre. On obtient ainsi une surjection de �1 ? : : : ? �k sur un groupe � hyperbolique non

�el�ementaire sans torsion (resp. �a centralisateurs cycliques) engendr�e par deux �el�ements.

Cette surjection est injective sur une grande boule et surjective en restriction �a chaque

facteur. En termes de l'espace des groupes de type �ni Gr, cela signi�e que si l'on choisit

des voisinages Ui des �i dans Gr, il existe un � dont la classe d'isomorphisme rencontre

chacun des Ui. Utilisant encore le th�eor�eme de Baire et le fait qu'il n'existe qu'un nombre

d�enombrable de classes d'isomorphisme de groupes hyperboliques, on obtient le fait que

la relation ' est topologiquement transitive dans Hypcc et Hypst :
Th�eor�eme.{ Dans Hypcc (resp. Hypst), il existe un GÆ dense form�e de groupes marqu�es

dont la classe d'isomorphisme est dense dans Hypcc (resp. Hypst). Ces groupes peuvent

être choisis de rang 2, c'est-�a-dire engendr�es par deux �el�ements.

Il existe des groupes hyperboliques sans torsion ayant la propri�et�e (T) de Kazhdan

(voir par exemple [HV89] et la �n de cet expos�e). Puisqu'un quotient d'un groupe

ayant cette propri�et�e a �egalement cette propri�et�e, on obtient un ouvert non vide dans

Gr form�e de tels groupes. Comme cet ouvert rencontre n�ecessairement le GÆ dense cons-

truit pr�ec�edemment, on en d�eduit l'existence d'un ouvert dense dans Hypcc (resp. Hypst)
form�e de groupes ayant la propri�et�e (T). Les autres propri�et�es g�en�eriques mentionn�ees

dans le th�eor�eme C se montrent de mani�ere analogue.

5. MOD�ELE �A GRAPHE

Petite simpli�cation sur un graphe �ni

La th�eorie classique de la petite simpli�cation montre ses faiblesses dans des cas tr�es

simples. Consid�erons par exemple trois mots r�eduitsm1;m2;m3, de même longueur, en les

lettres a�11 ; a�12 , et le groupe dont une pr�esentation est ha1; a2 j m1 = m2 = m3i. On peut

�evidemment �ecrire cette pr�esentation sous la forme habituelle ha1; a2 j m1m
�1
2 ;m3m

�1
2 i

mais il est clair que cette nouvelle pr�esentation ne sera pas �a petite simpli�cation car m2
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est une pi�ece dont la longueur est la moiti�e de celle des relateurs (au moins si m1m
�1
2 et

m3m
�1
2 sont des mots r�eduits). Dans [Gr01a-01b-01c-02], on trouve une th�eorie bien plus

g�en�erale qui peut par exemple s'adapter �a la situation pr�ec�edente lorsque les motsmi n'ont

pas de grandes pi�eces entre eux. Soit (X;A) un graphe �ni constitu�e d'un ensembleX de

sommets et d'un ensemble A � X �X d'arêtes. On suppose qu'il n'y a pas de boucles

et que le graphe est sym�etrique : si a = (x; x0) est une arête, il en est de même pour

a = (x0; x). On munira toujours les sommets d'un graphe de la distance combinatoire,

longueur minimale d'un chemin joignant deux sommets. �Etant donn�ee une famille �nie

de lettres (a1; : : : ; ag), on peut �etiqueter le graphe en �ecrivant sur chaque arête l'une des

lettres a�1i , en faisant en sorte que les �etiquettes port�ees par deux arêtes a; a sont inverses

l'une de l'autre. Sur chaque chemin du graphe, on peut donc lire un mot en les a�1i . Un

tel graphe �etiquet�e d�e�nit naturellement un groupe, quotient du groupe libre de base les

ai par le sous-groupe normal engendr�e par les mots lus sur les cycles du graphe. Lorsque

la r�ealisation g�eom�etrique du graphe est un bouquet de cercles, on retrouve la notion

classique de pr�esentation de groupe. Il est bien clair que les groupes d�e�nis de cette

mani�ere ne sont autres que les groupes de pr�esentation �nie mais la (( pr�esentation )) en

termes de graphes est souvent plus adapt�ee.

Nous allons d�e�nir une notion de pi�ece pour un tel graphe �etiquet�e (X;A; e). Supposons

d'abord que l'�etiquetage soit r�eduit, c'est-�a-dire que deux arêtes cons�ecutives (et non

inverses) ne portent pas des �etiquettes inverses. Une pi�ece est un graphe �etiquet�e qui

se plonge de deux mani�eres di��erentes dans (X;A; e) en respectant les �etiquettes. Si

0 < � < 1, on dit que le graphe �etiquet�e v�eri�e la condition de petite simpli�cation C 0(�)

si le diam�etre de toute pi�ece est strictement inf�erieur �a � fois le tour de taille du graphe

(la longueur de son plus petit cycle). Une esquisse de preuve g�eom�etrique du th�eor�eme

suivant a �et�e donn�ee par M. Gromov et Y. Ollivier en a donn�e une preuve combinatoire

d�etaill�ee dans l'esprit de la d�emonstration classique [Oll03c].

Th�eor�eme.{ Si un graphe �etiquet�e r�eduit (X;A; e) v�eri�e la condition de petite simpli�-

cation C 0(1=6), alors le groupe � qu'il d�e�nit est un groupe hyperbolique non �el�ementaire.

La constante ÆS d'hyperbolicit�e peut être choisie �egale au diam�etre de (X;A). L'applica-

tion naturelle de (X;A) dans le graphe de Cayley de � est un plongement isom�etrique.

Partons d'un graphe �ni (X;A) et choisissons al�eatoirement un �etiquetage e. Il est bien

sûr probable que cet �etiquetage ne sera pas r�eduit mais on peut le r�eduire, c'est-�a-dire

construire un morphisme surjectif de graphes �etiquet�es � : (X;A; e) ! (X;A; e) dont le

but est r�eduit. On peut construire cette r�eduction par identi�cations successives de deux

arêtes cons�ecutives qui portent des �etiquettes inverses, ou directement en identi�ant deux

sommets de (X;A; e) s'ils sont reli�es par un chemin portant un mot trivial dans le groupe

libre.

Nous consid�erons maintenant une suite de graphes �nis connexes (Xl; Al) (pour être

pr�ecis, il ne sera pas n�ecessaire que l d�ecrive tous les entiers mais une suite in�nie nous
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suÆra). Nous allons d�egager des propri�et�es g�eom�etriques de cette famille de graphes qui

garantiront que tr�es probablement, les graphes �etiquet�es v�eri�ent la condition C 0(1=6)

(apr�es r�eduction) :

(1) La valence de tous les sommets est au moins 2 (pas de sommet terminal) et born�ee

par 3 (par exemple).

(2) Le tour de taille de (Xl; Al) est sup�erieur �a l et le diam�etre de (Xl; Al) est inf�erieur

�a 100l.

(3) Le nombre de chemins plong�es dans (Xl; Al) de longueur inf�erieure �a l=2 est

inf�erieur �a cst � �l=2 pour une certaine constante � > 1 que nous d�eterminerons

plus loin.

Supposons les conditions (1-2) satisfaites. Le nombre de sommets est alors inf�erieur �a

3(2100l � 1) de sorte que la condition (3) est v�eri��ee avec la constante �0 = 2100+ 1=2. Si

l'on subdivise toutes les arêtes de (Xl; Al) en N arêtes, on obtient des graphes (Xl;N ; Al;N)

dont le tour de taille est sup�erieur �a Nl, le diam�etre inf�erieur �a 100Nl et dont le nombre de

chemins de longueur inf�erieure �a Nl=2 est inf�erieur �a cstN (�0)l=2 = cstN(�
1=N
0 )Nl=2 et les

conditions (1-2-3) sont donc satisfaites pour les graphes (Xl=N;N ; Al=N;N) avec la constante

� = (�0)1=N (pour l multiple de N). Si les deux premi�eres conditions sont v�eri��ees et si

� > 1 est donn�e il est donc facile de construire une suite de graphes v�eri�ant �egalement

la troisi�eme condition, quitte �a subdiviser suÆsamment.

Th�eor�eme.{ Si les conditions g�eom�etriques (1-2-3) sont satisfaites pour un choix de

� > 1 suÆsamment proche de 1, un �etiquetage al�eatoire de (Xl; Al) m�ene tr�es probable-

ment �a un graphe �etiquet�e r�eduit qui v�eri�e la condition C 0(1=6).

Nous allons indiquer les �etapes principales de la preuve. Pour un entier n > 1, con-

sid�erons les (2g)n mots, r�eduits ou non, en les lettres a�1i . Si pn d�esigne la probabilit�e qu'un

tel mot repr�esente l'�el�ement trivial du groupe libre, on sait que �0 = limn!1(p2n)
1

2n < 1

(avec �0 =
p
2g � 1=g mais nous pr�ef�erons garder la notation �0 pour une r�ef�erence

ult�erieure). On a donc une estimation de la forme pn 6 cst � �n si �0 < � < 1. Soit

0 < � < 1. La probabilit�e pour qu'un mot de longueur n repr�esente un �el�ement du groupe

libre de norme inf�erieure �a �n est inf�erieure �a cst � (2g)�n � �(1+�)n 6 cst � (2g)�n � �n. Nous
choisissons � en fonction de g et � de telle sorte que (2g)�� < 1 ; pour �xer les id�ees, nous

supposons � = �1
2 log2g � de sorte que (2g)

�� = �1=2.

Consid�erons maintenant un �etiquetage al�eatoire (Xl; Al; el) et majorons la probabilit�e

pour qu'un mot lu sur au moins un chemin plong�e de longueur n comprise entre �l et

l=2 repr�esente un �el�ement du groupe libre de norme inf�erieure �a �n, pour un � > 0 que

nous d�eterminerons plus loin. D'apr�es la propri�et�e (3), cette probabilit�e est inf�erieure �a

cst ��l=2��l=2. On constate donc que pour ��� < 1 on peut aÆrmer que tr�es probablement

quand l tend vers l'in�ni, tous les chemins de longueur n comprise entre �l et l=2 lus sur
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le graphe �etiquet�e (Xl; Al; el) repr�esentent des �el�ements du groupe libre dont la norme est

au moins �n.

Si l'on choisit un point base dans (Xl; Al), la donn�ee d'un �etiquetage d�e�nit une

application fl du revêtement universel de (Xl; Al) (en ce point base) vers le graphe de

Cayley de Fg : on associe �a chaque chemin issu du point base la valeur dans Fg du mot

lu sur le chemin. Rappelons qu'une suite de points (xi)i2Zdans un espace m�etrique Æ-

hyperbolique forme une (L0; L1; �
�1) quasi-g�eod�esique locale si ji� jj 6 L1 entrâ�ne que

la distance entre xi et xj est comprise entre �ji � jj � L0 et ��1ji � jj + L0. On sait

que si L1 > cst � ��1(Æ +L0), ceci entrâ�ne que pour tous les entiers i; j, la distance entre

xi et xj est sup�erieure �a
1
2
(�ji � jj � L0), c'est-�a-dire que (xi) est une quasi-g�eod�esique

globale [Gr87, x7] (cst est une constante universelle, de l'ordre de 105). Les estimations

de distance pour �l 6 n 6 l=2 montrent que la restriction de fl �a une g�eod�esique est une

(��l; l=2; ��1)-quasi-g�eod�esique locale. Par cons�equent, si � 6 1=(3cst) et si � est choisi

comme pr�ec�edemment, ces applications fl, pour l assez grand, sont en fait des plongements

quasi-isom�etriques globaux (remarquons en passant que nous n'utilisons pas le fait que le

groupe est libre, c'est-�a-dire que Æ = 0). Si x; x0 sont deux sommets du revêtement uni-

versel de (Xl; Al) �a distance s > �l, la distance entre leurs images est comprise entre �s=2

et s. Ceci entrâ�ne alors une quasi-convexit�e de l'image de fl : tout segment g�eod�esique

dans le graphe de Cayley de Fg qui joint deux points de l'image de fl reste �a une distance

born�ee de cette image.

Nous allons montrer maintenant que le graphe r�eduit ne pr�esente pas de pi�ece de

longueur sup�erieure �a �l=12 (on remarquera que le tour de taille du graphe r�eduit est

sup�erieur �a �l). Nous pouvons supposer que l'�etiquetage est tel que la propri�et�e pr�ec�edente

de quasi-isom�etrie est satisfaite puisque nous savons que c'est le cas avec une probabilit�e

proche de 1. Une pi�ece de longueur s donne lieu �a deux plongements di��erents d'un

intervalle de longueur s dans le graphe r�eduit. Pour chaque chemin c de longueur s, plong�e

dans le graphe r�eduit, il existe un chemin c de longueur inf�erieure �a 2s=� dans le graphe

(Xl; Al) dont la projection contient c. Si s 6 �l=12, le chemin c est de longueur inf�erieure

�a l=6 et on peut le supposer plong�e (remarquons que les boules dans le graphe (Xl; Al)

de rayon inf�erieur �a l=2 sont des arbres). Une pi�ece de longueur sup�erieure �a �l=12 dans

le graphe r�eduit permet donc de construire deux chemins c1; c2, plong�es dans (Xl; Al; el),

de longueur comprise entre �l=12 et l=6, et sur lesquels on lit le même �el�ement du groupe

libre. Inversement, partons de deux chemins c1; c2 plong�es dans (Xl; Al) de longueur com-

prise entre �l=12 et l=6 et calculons la probabilit�e pour qu'un �etiquetage al�eatoire les

munissent de mots �egaux dans le groupe libre. Si ces chemins sont disjoints, les �etiquettes

qu'on place sur chacune des arêtes de c1 et c2 sont ind�ependantes et la question revient

donc �a la suivante. �Etant donn�es deux entiers n1 et n2 compris entre �l=12 et l=6 et

deux mots al�eatoires de longueurs n1; n2, quelle est la probabilit�e qu'ils repr�esentent le

même �el�ement du groupe libre ? Cela revient �evidemment �a la trivialit�e d'un �el�ement de



916-19

longueur n1 + n2 de sorte que cette probabilit�e est born�ee par cst � �2�l=12. Nous laissons
au lecteur le soin d'�etudier le cas un peu plus d�elicat o�u les deux chemins c1 et c2 se

rencontrent et d'�etablir une borne analogue. Puisque le nombre de paires de chemins de

longueur inf�erieure �a l=2 est inf�erieur �a cst � �l, la probabilit�e d'existence d'une pi�ece de

longueur sup�erieure �a �l=12 dans le graphe r�eduit est ainsi major�ee par cst � �l � �2�l=12
(auquel il convient d'ajouter la petite probabilit�e pour que la condition de quasi-isom�etrie

ne soit pas satisfaite). Puisque nous pouvons choisir � aussi proche que n�ecessaire de 1

on peut faire en sorte que ceci tende vers 0 quand l tend vers l'in�ni. Pour un tel choix

de la constante �, nous avons bien �etabli que tr�es probablement un �etiquetage de (Xl; Al)

v�eri�e la propri�et�e de petite simpli�cation C 0(1=6), apr�es r�eduction.

Tr�es petite simpli�cation relative

On voudrait it�erer la construction pr�ec�edente. De la mêmemani�ere qu'il a fallu �etendre

la th�eorie de la petite simpli�cation classique en une th�eorie relative adapt�ee aux quotients

des groupes hyperboliques, nous allons d�ecrire ici une version relative du mod�ele �a graphe,

adapt�ee aux groupes hyperboliques. Soit � un groupe hyperbolique non �el�ementaire

engendr�e par une partie �nie sym�etrique S de cardinal 2g et notons ÆS la constante

d'hyperbolicit�e associ�ee �a cette famille g�en�eratrice. Notons �� le rayon spectral de la

marche al�eatoire sur (�; S) ; c'est la limite de limn!1(p2n)
1

2n o�u pn d�esigne la probabilit�e

pour qu'un mot de longueur n en les g�en�erateurs soit trivial dans �. D'apr�es [Ke59], on

sait que �� < 1. On a donc une in�egalit�e de la forme pn 6 cst � �n si �� < � < 1. On

supposera toujours que � est �a centralisateurs cycliques (par exemple sans torsion). Si

(X;A) est un graphe �ni comme pr�ec�edemment, on consid�ere toujours des �etiquetages e

des arêtes par des �el�ements de S (et on suppose encore que deux arêtes oppos�ees portent

des �etiquettes inverses).

Soit (Xl; Al) une suite de graphes v�eri�ant les mêmes conditions g�eom�etriques (1-2-3)

pour une certaine constante � > 1. Bien que le groupe � ne soit pas n�ecessairement libre,

il n'est pas diÆcile de g�en�eraliser les arguments pr�ec�edents lorsque � �etait le groupe libre

�a g g�en�erateurs.

Th�eor�eme.{ Pour g > 2, � < 1, � > 0, il existe � < 1 et � > 1 tels que si les conditions

g�eom�etriques (1-2-3) sont satisfaites, un �etiquetage al�eatoire de (Xl; Al) m�ene tr�es proba-

blement �a un graphe qui v�eri�e la condition de quasi-isom�etrie (QI)�;� : tout chemin de

longueur s sup�erieure �a �l dans le revêtement universel du graphe (Xl; Al) porte un mot

dont la norme dans � est sup�erieure �a �s=2.

Supposons cette propri�et�e (QI) v�eri��ee et cherchons �a d�e�nir le concept de a-pi�ece. Il

s'agit de deux mots m1;m2 lus sur deux chemins de (Xl; Al) pour lesquels il existe deux

mots u1; u2 de norme inf�erieure �a a dans � tels que m1u1 et u2m2 sont �egaux dans �. On

demande par ailleurs qu'il n'existe pas de chemin connectant le d�ebut du premier chemin

au d�ebut du second et qui porte un mot �egal �a u2 dans �. Pour la constante a, on peut



916-20

choisir 10ÆS (mais ce n'est pas tr�es important). On cherche bien sûr �a �eviter les grandes

pi�eces, c'est-�a-dire celles pour lesquelles les normes dans � de m1 et m2 sont sup�erieures �a

��l pour un certain 0 < � < 1. Si ces grandes pi�eces n'existent pas, on dira que la propri�et�e

de petite simpli�cation C 0(�) relative est satisfaite. Plus g�eom�etriquement, on consid�ere

la partie quasi-convexe T du graphe de Cayley de � image par fl du revêtement universel

de (Xl; Al) et tous ses translat�es �a gauche 
:T . Une pi�ece correspond �a l'intersection de

deux voisinages convenables de deux translat�es de T qui ne co��ncident pas.

La d�emonstration du th�eor�eme suivant est une (( simple )) g�en�eralisation de celle que

nous avons pr�esent�ee dans le cas du groupe libre : la non-libert�e du groupe � est compens�ee

par son hyperbolicit�e.

Th�eor�eme.{ Pour g > 2, � < 1, � > 0, 0 < � < 1, il existe � < 1 et � > 1 tels que

tel que si les conditions g�eom�etriques (1-2-3) sont satisfaites, un �etiquetage al�eatoire de

(Xl; Al) m�ene tr�es probablement �a un graphe qui v�eri�e les conditions (QI)�;� et C 0(�).

Le fait important qu'il faut retenir est que ces propri�et�es (QI) et C 0(�) sont (tr�es

probablement) satisfaites pour une valeur de � qui ne d�epend que du nombre (�x�e) de

g�en�erateurs g, de la valeur de � (qui sera �egalement �x�ee) et du rayon spectral ��.

Dans le cas du groupe libre, la condition C 0(1=6) est suÆsante pour garantir l'hyperbo-

licit�e. Dans le cas g�en�eral, une valeur universelle suÆt.

Th�eor�eme.{ Il existe �0 > 0 (tr�es petit) ayant les propri�et�es suivantes. Soit (Xl; Al) une

suite de graphes v�eri�ant la condition (2), munis d'�etiquetages el v�eri�ant la condition

de quasi-isom�etrie (QI)�;� (pour un certain � < 1 et � > 0 suÆsamment petit) et la

condition de petite simpli�cation relative C 0(�0). Si l est assez grand, le quotient �1 de �

par le sous-groupe normal engendr�e par les �el�ements de � lus sur les cycles, est un groupe

hyperbolique non �el�ementaire. La boule de rayon �l=5 dans � se projette injectivement

dans le quotient �1. Le graphe (Xl; Al) se plonge de mani�ere quasi-isom�etrique dans le

graphe de Cayley de �1 : deux points �a distance s > �l dans le graphe sont envoy�es sur

deux points �a distance sup�erieure �a �s=c pour une constante universelle c.

Les articles [Gr01b,Gr02] contiennent des th�eor�emes plus puissants (utiles dans le con-

texte du probl�eme de Burnside) dont la lecture peut être pr�ec�ed�ee par celle de notes

non publi�ees de T. Delzant [De03]. On trouve une preuve combinatoire du th�eor�eme

pr�ec�edent dans [Oll03b].

Proc�ed�e limite

Partons d'un groupe hyperbolique non �el�ementaire � engendr�e par une partie �nie

sym�etrique S de cardinal 2g. Nous supposerons que � poss�ede la propri�et�e (T), que nous

discuterons un peu plus loin mais dont nous retiendrons pour l'instant qu'elle entrâ�ne que

tous ses quotients in�nis ont des rayons spectraux uniform�ement major�es par un certain
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� < 1. Pour �xer les id�ees, on peut choisir pour � un r�eseau cocompact dans le groupe

des isom�etries d'un espace hyperbolique quaternionique (voir [HV89]).

Choisissons une famille de graphes (Xl; Al) v�eri�ant les propri�et�es (1-2-3). Nous savons

que si � est inf�erieur �a une valeur d�ependant de � et de g, lorsque l tend vers l'in�ni,

le groupe �1 d�e�ni par un �etiquetage al�eatoire est tr�es probablement hyperbolique non

�el�ementaire. Soit donc �1 l'un de ces quotients hyperboliques non �el�ementaires, d�e�ni

par un certain �etiquetage d'un certain graphe (Xl1; Al1). La projection de � sur �1 est

injective sur la boule de rayon �l1=5. Il existe une application naturelle i1 du graphe

(Xl1 ; Al1) vers le graphe de Cayley de �1 et nous savons que cette application est une

quasi-isom�etrie dans le sens indiqu�e plus haut.

Puisque �1 est un groupe hyperbolique non �el�ementaire dont le rayon spectral ��1 est

major�e par le même �, on conclut que lorsque l tend vers l'in�ni, le quotient de �1 par

le sous-groupe normal engendr�e par les mots lus sur les cycles d'un �etiquetage al�eatoire

est tr�es probablement hyperbolique non �el�ementaire. On peut consid�erer l'un de ces

quotients �2. Puisque les rayons spectraux de tous les quotients in�nis sont born�es par

�, on peut construire par r�ecurrence une suite de groupes hyperboliques non �el�ementaires

�n, chacun �etant un quotient du pr�ec�edent, associ�ee �a une suite d'indices ln de croissance

suÆsamment rapide. Par construction la projection de chaque �n sur tous ses quotients

successifs �p (avec p > n) est une injection isom�etrique dans la boule de rayon �ln=5.

De plus chaque graphe (Xln ; Aln) est muni d'applications in;p dans les graphes de Cayley

des groupes �p pour p > n et ces applications sont quasi-isom�etriques : si deux points de

(Xln ; Aln) sont �a distance s sup�erieure �a �ln leurs images par in;p sont �a distance comprise

entre �s=c et s.

La suite de groupes �n converge clairement dans l'espace des groupes marqu�es vers un

groupe �1. Il s'agit d'un groupe de type �ni qui n'est pas de pr�esentation �nie mais le

lecteur pourra se convaincre qu'on peut le choisir de pr�esentation r�ecursive : il suÆt pour

cela de construire la suite ln de mani�ere r�ecursive en consid�erant �a chaque �etape le plus

petit indice pour lequel il existe un �etiquetage v�eri�ant toutes les conditions requises et en

choisissant par exemple le premier �etiquetage qui fait l'a�aire dans un ordre alphab�etique.

R�esumons le r�esultat obtenu :

Th�eor�eme.{ Soit � un groupe hyperbolique non �el�ementaire et sans torsion poss�edant la

propri�et�e (T). Soit (Xl; Al) une suite de graphes v�eri�ant les conditions (1-2). Alors il

existe des groupes � v�eri�ant les propri�et�es suivantes :

{ � est un quotient de �, de pr�esentation r�ecursive.

{ Il existe une suite d'indices ln et une suite d'applications in des graphes (Xln; Aln)

dans le graphe de Cayley de � qui sont des (( quasi-plongements )) dans le sens o�u deux

points �a distance s > �ln dans (Xln; Aln) sont envoy�es par in sur deux points �a distance

sup�erieure �a �s=c.
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6. PROPRI�ET�E (T)

Graphes expanseurs : le th�eor�eme D

Consid�erons encore un graphe �ni connexe (X;A) et supposons pour simpli�er qu'il

soit v-r�egulier dans le sens o�u la valence de tous les sommets est �egale �a v > 3. Le

laplacien � correspondant agit sur l'espace l2(X) : on d�e�nit �f(x) comme la di��erence

entre f(x) et la valeur moyenne de f sur les sommets voisins de x. C'est un op�erateur

sym�etrique dont la premi�ere valeur propre non nulle se note �1(X;A). Pour toute fonction

f sur X �a valeurs dans R ou dans un espace de Hilbert H, de somme nulle, le produit

scalaire h�f j fi est sup�erieur �a �1(X;A)jjf jj2. Il en r�esulte facilement que la moyenne

arithm�etique des jjf(x) � f(x0)jj2 sur tous les jXj2 couples de sommets est inf�erieure �a

��11 (X;A) fois la moyenne des jjf(x)�f(x0)jj2 sur les jAj couples de sommets reli�es dans le

graphe. Une suite de graphes (Xl; Al) v-r�eguliers est appel�ee un expanseur si le diam�etre

de (Xl; Al) tend vers l'in�ni et si la suite �1(Xl; Al) est minor�ee par un nombre strictement

positif �. On pourra consulter [Lu94] pour une discussion (combinatoire et g�eom�etrique)

de ces familles de graphes dont l'existence même est loin d'être �evidente !

Soient (Xl; Al) un expanseur et jl : Xl ! H une famille d'applications dans un espace de

Hilbert qui sont 1-lipschitziennes, i.e. envoyant deux sommets connect�es dans le graphe

sur deux points �a distance inf�erieure �a 1. Nous allons montrer qu'il existe deux suites xl; x0l
de sommets de Xl dont les distances tendent vers l'in�ni dans les graphes (Xl; Al) mais

dont les images par jl restent �a distance born�ee. Quitte �a translater jl, on peut supposer

que chaque jl est de somme nulle. La condition �1(Xl; Al) > � > 0 implique alors que la

moyenne des jjjl(x)� jl(x0)jj2 sur tous les couples de sommets est inf�erieure �a ��1. Cette

moyenne est aussi �egale �a 2 fois la moyenne de jjjl(x)jj2. En particulier, le cardinal de

l'ensemble des sommets x tels que jjjl(x)jj2 6 ��1 est sup�erieur �a jXlj=2. D'autre part,

nous savons que les boules de rayon k dans (Xl; Al) ont au plus 1 + : : : + vk 6 vk+1

�el�ements de sorte que si vk+1 6 jXlj=10, on peut aÆrmer qu'au moins 90% des couples

de sommets sont �a distance sup�erieure �a k. Ces deux estimations montrent qu'on peut

trouver deux sommets xl; x0l qui sont �a distance sup�erieure �a logv(jXlj=10)� 1 et dont les

images par jl sont �a distance inf�erieure �a 2��1=2. Notre aÆrmation est donc d�emontr�ee.

On dit qu'une application f d'un espace m�etrique (E1; d1) vers un autre espace m�etrique

(E2; d2) est un plongement uniforme si on peut trouver deux fonctions �; : R+ ! R
+

tendant vers l'in�ni �a l'in�ni telles que pour tous les x; x0 de E1 :

�(d1(x; x
0)) 6 d2(f(x); f(x

0)) 6  (d1(x; x
0)):

Par exemple, il est clair que si �1 et �2 sont deux groupes de type �ni munis de la m�etrique

des mots, tout homomorphisme injectif de �1 dans �2 est un plongement uniforme. Nous

venons de voir que si un espace m�etrique contient une famille de graphes expanseurs

plong�es de mani�ere isom�etrique, cet espace m�etrique ne peut pas se plonger de mani�ere

uniforme dans un espace de Hilbert.



916-23

Il se trouve qu'il existe des familles de graphes expanseurs (Xl; Al) qui v�eri�ent de

plus les conditions g�eom�etriques (1-2) relatives au diam�etre et au tour de taille. De tels

exemples peuvent être construits par des m�ethodes arithm�etiques [Lu94] ou encore par

des m�ethodes de graphes al�eatoires [Bo01]. On peut donc utiliser le proc�ed�e limite d�ecrit

pr�ec�edemment pour produire un groupe de type �ni et de pr�esentation r�ecursive � dont le

graphe de Cayley contient une copie quasi-isom�etrique des graphes (Xl; Al) dans le sens

d�ecrit plus haut. Notons que l'argument pr�ec�edent de non plongement uniforme s'�etend

imm�ediatement aux images quasi -isom�etriques d'expanseurs (car la proportion des paires

de sommets �a distance inf�erieure �a �l dans (Xl; Al) tend vers 0 quand l tend vers l'in�ni).

En particulier, ce groupe de type �ni �, muni de la m�etrique des mots, ne peut pas se

plonger de mani�ere uniforme dans un espace de Hilbert. Comme � est de pr�esentation

r�ecursive, le th�eor�eme de Higman entrâ�ne qu'il s'injecte dans un groupe de pr�esentation

�nie qui n'admet pas non plus de plongement uniforme. Ceci �etablit le th�eor�eme D.

Constantes de Kazhdan et de Poincar�e

Consid�erons maintenant un ensemble d�enombrable X. Une marche al�eatoire sur X

est une application qui associe �a chaque point x de X une probabilit�e (( de transition ))

�(x !) sur X, donnant une masse �(x! y) au point y, nulle pour tous les y sauf pour

un nombre �ni d'entre eux. Si �1 et �2 sont deux telles marches on d�e�nit leur produit

par �1 ? �2(x ! y) =
P

z �1(x ! z)�2(z ! y). La puissance n-i�eme d'une marche �

se notera �n ; elle d�ecrit bien sûr les transitions en n pas. Nous dirons que la marche

� est sym�etrique pour une mesure � sur X si �(x)�(x ! y) = �(y)�(y ! x) pour tous

les couples de points (x; y). Le cas classique est celui o�u X est un groupe � engendr�e

par une partie �nie sym�etrique S et pour lequel on d�e�nit �(x !) comme la mesure de

probabilit�e �equir�epartie sur les sommets voisins de x dans le graphe de Cayley. Cette

marche est alors sym�etrique pour la mesure � donnant une masse 1 �a chaque sommet :

c'est la marche al�eatoire simple sur � associ�ee �a S. Nous nous placerons dans un cas un

peu plus g�en�eral : nous supposons que le groupe de type �ni � op�ere librement sur X,

que X=� est �ni, et que la marche � et la mesure � sont invariantes par l'action. Pour

�eviter des cas d�eg�en�er�es, nous supposons �egalement que le graphe dont les sommets sont

les points de X et les arêtes les (x; y) avec �(x)�(x! y) 6= 0 est connexe.

Nous �xons par ailleurs une repr�esentation lin�eaire isom�etrique � de � dans un espace

de Hilbert H.

Soit E l'espace des applications f : X ! H qui sont �equivariantes sous les actions

de � sur X et H. �Evidemment, la fonction �(x)jjf(x)jj2 est �-invariante de sorte qu'on
peut la sommer sur l'ensemble �ni X=� et ceci d�e�nit une structure hilbertienne sur E,
qu'on note hf j fi� = jjf jj2� . De même, en sommant sur X2=� la fonction invariante

�(x)�(x ! y)jjF (x; y)jj2 on d�e�nit une norme sur l'espace des fonctions �-�equivariantes

de X2 vers H, not�ee hF j F i� = jjF jj2�.
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Soit M : E!E l'op�erateur de moyennisation : Mf(x) est la moyenne de f pour la

mesure �(x!). C'est un op�erateur sym�etrique. Le laplacien est l'op�erateur Id�M . Si f

est dans E, son �energie E�(f) est le carr�e de la norme de la fonction df(x; x0) = f(x)�f(x0)
d�e�nie sur X2 autrement dit jjdf jj2�. Plus g�en�eralement, pour tout entier n > 1, on peut

consid�erer l'�energie E�n(f) = jjdf jj2�n.
L'existence d'un s�eminaire Bourbaki r�ecent consacr�e �a la propri�et�e (T) de Kazhdan

permet de pr�esenter cette propri�et�e sans motivation [Va02] ! Nous nous contenterons

de rappeler qu'on dit qu'une repr�esentation lin�eaire isom�etrique � poss�ede presque des

vecteurs �xes si on peut trouver une suite de vecteurs vn de norme 1 telle que pour

tout 
 de �, la suite �(
)(vn) � vn converge vers 0. Un groupe a la propri�et�e (T) si

toute repr�esentation lin�eaire isom�etrique poss�edant presque des vecteurs �xes poss�ede des

vecteurs �xes non nuls.

M. Gromov donne plusieurs interpr�etations �equivalentes de la propri�et�e (T) en termes

des concepts que nous venons de d�e�nir, qui lui permettent surtout de d�e�nir des renforce-

ments de cette propri�et�e lorsque l'on remplace � par une action isom�etrique non lin�eaire

sur des espaces m�etriques �a courbure n�egative ou nulle assez g�en�eraux. Faute d'espace,

nous nous contentons ici d'un �enonc�e tr�es faible :

Th�eor�eme.{ Fixons un groupe � agissant sur un ensemble X muni d'une marche al�ea-

toire � comme ci-dessus. Alors les propri�et�es suivantes sont �equivalentes pour tout n > 1

et pour tout k > 2 :

{ � poss�ede la propri�et�e (T).

{ Il existe une constante �n < 1 telle que pour toute repr�esentation lin�eaire isom�etrique

� et toute application �equivariante f , on a E�(M
nf) 6 �nE�(f) (in�egalit�e de Kazdhan).

{ Il existe une constante �k < k telle que pour toute repr�esentation lin�eaire isom�etrique

� et toute application �equivariante f , on a E�k(f) 6 �kE�(f) (in�egalit�e de Poincar�e).

Pour le montrer, on remarque d'abord que les points �xes de M correspondent exacte-

ment aux fonctions f qui sont constantes (donc �a valeurs dans les points �xes de �). Il

en r�esulte facilement que le groupe � a la propri�et�e (T) si et seulement s'il existe � < 1

tel que pour toute repr�esentation � sans vecteur �xe non nul, le spectre de l'op�erateur

M correspondant est contenu dans [0; �]. Par projection sur l'orthogonal de l'espace des

vecteurs �xes de �, on se ram�ene au cas o�u � n'a pas de vecteur �xe non nul. On exprime

ensuite les quantit�es qui sont en jeu en fonction de M . On trouve :

E�(f) = hf j(I �M)fi� ; E�(M
nf) = hf j(I �M)M2nfi� ; E�k (f) = hf j(I �Mk)fi� :

Les trois propri�et�es �enonc�ees dans le th�eor�eme sont maintenant clairement �equivalentes,

car � < 1, �2n < 1, et (1 � �k)=(1 � �) < k sont �equivalents.

Consid�erons le cas de la marche al�eatoire simple sur un groupe � engendr�e par une

partie �nie sym�etrique S. Si � est un quotient de �, on dispose d'une repr�esentation

r�eguli�ere naturelle de � sur l'espace l2(�), sans vecteur invariant non nul si � est in�ni.
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Le rayon spectral de l'op�erateur M correspondant est le rayon spectral de la marche

al�eatoire simple sur � et on retrouve bien le fait que nous avons d�ej�a mentionn�e : les

quotients in�nis d'un groupe ayant la propri�et�e (T) ont des marches al�eatoires simples

dont les rayons spectraux sont uniform�ement major�es par un r�eel � < 1.

Crit�eres locaux pour la propri�et�e (T)

Supposons maintenant que X soit l'ensemble des sommets d'un complexe simplicial

connexe P de dimension 2 sur lequel � agit de mani�ere libre avec un quotient �ni P=�.

Pour chaque x de X, on note � (x) le nombre de triangles qui contiennent x et pour

chaque couple (x; x0) de sommets distincts, on note � (x; x0) le nombre de triangles qui les

contiennent tous les deux. On supposera � (x) > 1 pour tout x, et on d�e�nit une marche

al�eatoire par �P (x! y) = � (x; y)=2� (x) sym�etrique pour la mesure �P (x) = 2� (x).

Consid�erons le link d'un sommet x. Il s'agit du graphe �ni dont l'ensemble des sommets

Xx est l'ensemble des points de X �a distance 1 de x dans le 1-squelette de P et dont

l'ensemble des arêtes Ax � Xx � Xx contient les (y; y0) tels que x; y; y0 sont les trois

sommets d'un triangle de P . On munit Ax de la mesure de probabilit�e uniforme �x

donnant donc une masse 1=� (x) �a chaque arête. On munitXx de la mesure de probabilit�e

�x = �P (x !) donnant donc �a chaque sommet du link une masse proportionnelle �a sa

valence dans le link.

Supposons le link connexe et notons �1(x) > 0 la premi�ere valeur propre non nulle du

laplacien de ce graphe �ni. On a donc l'in�egalit�e suivante pour toute fonction f de Xx

vers un espace de Hilbert H :
X

(y;y0)2Xx�Xx

jjf(y)� f(y0)jj2�x(y)�x(y0) 6 �1(x)
�1
X

(y;y0)2Ax

jjf(y)� f(y0)jj2�x(y; y0):

Supposons maintenant que l'on dispose d'une minoration �1(x) > � > 0 et soit f : X !H
une application � �equivariante comme pr�ec�edemment. On peut alors sommer les in�egalit�es

pr�ec�edentes sur tous les sommets x modulo �, en les a�ectant du poids � (x). Il est clair

que l'in�egalit�e obtenue peut aussi s'�ecrire :
X

(y;y0)2X�X=�

jjf(y)�f(y0)jj2�P (y)�2P (y; y0) 6 ��1
X

(y;y0)2X�X=�

jjf(y)�f(y0)jj2�P (y)�P (y; y0):

Autrement dit, nous avons une in�egalit�e de Poincar�e E�2
P

(f) 6 �2E�P (f) avec �2 = ��1

de sorte que si � > 1=2, on peut conclure que � a la propri�et�e (T). Nous avons donc

montr�e :

Th�eor�eme.{ Soit P un complexe simplicial connexe de dimension 2 dont tous les links des

sommets sont connexes et ont une premi�ere valeur propre non nulle strictement sup�erieure

�a 1=2. Si un groupe � agit librement sur P avec un quotient �ni, alors � a la propri�et�e (T).

Ce th�eor�eme a une histoire int�eressante : il prend sa source dans des th�eor�emes de

H. Garland d'annulation de certaines cohomologies de r�eseaux arithm�etiques [Ga73]. La



916-26

preuve fut ensuite simpli��ee par A. Borel [Bo75]. Puis W. Ballmann-J. Swiatkowski,

P. Pansu et A. _Zuk en d�eduisirent ind�ependamment une preuve de la propri�et�e (T) pour

certains groupes agissant sur certains immeubles de Tits euclidiens [AO96, Pa98, _Zu96].

L'�enonc�e g�en�eral pr�ec�edent est dû �a W. Ballmann-J. Swiatkowski et A. _Zuk, et la preuve

particuli�erement �el�egante que nous venons de pr�esenter est due �a M. Gromov [Gr02].

On peut appliquer ce r�esultat au 2-complexe de Cayley associ�e �a une pr�esentation de

groupes si tous les relateurs sont des mots de longueur 3. A. _Zuk obtient ainsi des crit�eres

simples et e�ectifs qui permettent de garantir la propri�et�e (T) �a partir de propri�et�es combi-

natoires d'une pr�esentation. Toute pr�esentation peut d'ailleurs être triangul�ee et ce crit�ere

est donc de port�ee g�en�erale [ _Zu03]. Nous renvoyons �a l'expos�e de A. Valette [Va02].

La connaissance assez pr�ecise des valeurs propres d'un graphe �ni al�eatoire (voir [Bo01])

permet �a A. _Zuk d'appliquer ce crit�ere pour une pr�esentation triangulaire al�eatoire. Con-

sid�erons une paire de permutations �1; �2 de l'ensemble �ni fa�11 ; : : : ; a�1l g �a 2l �el�ements

et associons-leur les 2l relateurs triangulaires a�1i �1(a
�1
i )�2(a

�1
i ). Un ensemble R de cou-

ples de permutations permet donc de d�e�nir une pr�esentation de groupe �a l g�en�erateurs

et 2ljRj relateurs. Fixons le cardinal de R (assez grand) et faisons tendre le nombre l de

g�en�erateurs vers l'in�ni. A. _Zuk montre que les groupes ainsi d�e�nis ont tr�es probablement

la propri�et�e (T) lorsque les R permutations sont choisies al�eatoirement [ _Zu03].

Propri�et�e (T) dans le mod�ele �a graphe

Dans la construction limite, nous sommes partis d'un groupe hyperbolique poss�edant

la propri�et�e (T) de fa�con �a s'assurer que tous ses quotients in�nis ont �egalement cette

propri�et�e et que leurs rayons spectraux ne s'approchent pas de 1. M. Gromov montre

dans [Gr02] que ce n'�etait pas n�ecessaire :

Th�eor�eme.{ Soit (Xl; Al) une suite de graphes �nis v�eri�ant les propri�et�es (1-2-3) et

qui est par ailleurs un expanseur. Alors, pour � suÆsamment proche de 1, lorsque l

tend vers l'in�ni, le groupe d�e�ni par un �etiquetage al�eatoire poss�ede tr�es probablement la

propri�et�e (T).

Même si ce th�eor�eme n'est pas n�ecessaire pour la construction de groupes ne se plongeant

pas uniform�ement dans un espace de Hilbert, il est cependant remarquable car il montre

une fois de plus le caract�ere g�en�erique de la propri�et�e (T) (dans de nombreux mod�eles

de graphes �nis al�eatoires, les propri�et�es (1-2) sont g�en�eriques, de même que la propri�et�e

d'expanseur). Nous n'avons malheureusement pas la place pour indiquer les �etapes princi-

pales de la preuve et nous allons nous contenter d'indications tr�es g�en�erales. L. Silberman

a r�edig�e une preuve compl�ete [Si03] en accompagnement de l'article de M. Gromov.

L'id�ee consiste �a appliquer l'argument de g�eom�etrie int�egrale que nous venons d'expli-

quer. Nous savons que, tr�es probablement, le graphe de Cayley X�;S du groupe � d�e�ni

par un �etiquetage contient une copie quasi-isom�etrique Yl du graphe (Xl; Al). Cette copie

peut être translat�ee par chaque �el�ement de � de sorte queX�;S est (( pav�e )) par ces diverses
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copies. Si f : X�;S ! H est une application �equivariante, on peut la restreindre �a chacun

de ces pav�es 
:Yl et utiliser le fait que la premi�ere valeur propre de (Xl; Al) est minor�ee.

Ceci donne une minoration de type Poincar�e pour la moyenne des jjf(x)�f(x0)jj2 lorsque
(x; x0) d�ecrit tous les sommets de 
:Yl �a distance n en termes de la moyenne de cette même

quantit�e lorsque (x; x0) ne d�ecrit que les arêtes, c'est-�a-dire les sommets �a distance 1. En

sommant cette in�egalit�e sur tous les pav�es, on obtient une in�egalit�e de type Poincar�e

entre deux �energies de f de la forme E�n(f) < �nE�(f) pour certaines marches al�eatoires

�; �n. Mais il n'est pas vrai que �n co��ncide avec �n et l'in�egalit�e ainsi obtenue ne garantit

pas imm�ediatement la propri�et�e (T). Puisque � est un quotient du groupe libre, on peut

relever les fonctions f et ces in�egalit�es sur le groupe libre �a g g�en�erateurs. De même, les

mesures � et �n se rel�event au niveau du groupe libre. L'avantage est maintenant que

ce sont deux mesures sur un espace �xe, ind�ependant de l'�etiquetage, et on peut donc en

consid�erer les moyennes ~� et ~�n sur tous les �etiquetages. L'�etude de ~� et ~�n est facile car

ce sont des mesures radiales dans le groupe libre et M. Gromov montre que le ph�enom�ene

bien connu de concentration permet de passer d'estimations concernant la moyenne de

mesures, �a des estimations presque aussi bonnes pour la majorit�e des �etiquetages. Ceci

donne �nalement une bonne in�egalit�e de type Poincar�e pour la majorit�e des �etiquetages

et entrâ�ne le th�eor�eme.

REMARQUES FINALES

Beaucoup d'id�ees contenues dans [Gr02] n'ont pas �et�e �evoqu�ees dans cet expos�e. L'une

des principales est probablement l'introduction de versions renforc�ees de la propri�et�e (T)

qui permettent de garantir l'existence de points �xes pour des actions isom�etriques sur

des espaces m�etriques (( r�eguliers )) �a courbure n�egative ou nulle. M. Gromov montre que

les groupes d�e�nis par les graphes (Xl; Al) poss�edent tr�es probablement cette propri�et�e,

et il en r�esulte par exemple qu'ils ne peuvent pas se plonger dans un groupe lin�eaire.

Comme le lecteur l'aura constat�e, les groupes al�eatoires que nous avons consid�er�es

sont (( lacunaires )) dans le sens o�u les relations impos�ees entre les g�en�erateurs, bien que

nombreuses, viennent en (( paquets )) de longueurs tr�es di��erentes. Est-il possible de

comprendre la structure d'un groupe al�eatoire dont la r�epartition des relations est plus

homog�ene ?

La th�eorie g�eom�etrique des groupes s'int�eresse (�a juste titre) �a des groupes bien di��erents

des groupes al�eatoires, poss�edant souvent une g�eom�etrie plus riche. Il faudra peut-être

chercher d'autres mod�eles probabilistes, se concentrant autour de la densit�e 1=2, pour ren-

dre compte d'une abondance de groupes ayant ces riches propri�et�es g�eom�etriques, comme

par exemple une dimension cohomologique sup�erieure ou �egale �a 3. Faudra-t-il se r�esigner

au fait que les groupes al�eatoires ne sont apr�es tout que des (( quite simple two-dimensional

creatures )) [Gr87] ?
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�A parâ�tre dans Geom. Funct. Anal.

[Ha00] de la Harpe P.: Topics in geometric group theory. Chicago Lectures in Mathematics Series,

2000.

[HV89] de la Harpe P. & Valette A.: La propri�et�e (T ) de Kazhdan pour les groupes localement

compacts (avec un appendice de Marc Burger). Ast�erisque, (175):158, 1989.

[HR00] Higson N. & Roe J.: Amenable group actions and the Novikov conjecture. J. Reine Angew.

Math., 519:143{153, 2000.

[HLS02] Higson N. & Lafforgue V. & Skandalis G.: Counterexamples to the Baum-Connes

conjecture. Geom. Funct. Anal., 12:330{354, 2002.

[IO96] Ivanov S. & Ol0shanski�� A. Yu.: Hyperbolic groups and their quotients of bounded

exponents. Trans. Amer. Math. Soc., 348(6):2091{2138, 1996.

[KS02] Kapovich I. & Schupp P.: Genericity, the Arzhantseva-Ol'shanskii method and the isomor-

phism problem for one-relator groups. Pr�epublication, Octobre 2002. ArXiv:math.GR/0210307

[Ke59] Kesten H.: Symmetric random walks on groups. Trans. Amer. Math. Soc., 92:336{354, 1959.

[Lu94] Lubotzky A.: Discrete groups, expanding graphs and invariant measures, volume 125 de

Progress in Mathematics. Birkh�auser Verlag, Basel, 1994. Avec un appendice de Jonathan

D. Rogawski.

[LS01] Lyndon R.C. & Schupp P.E.: Combinatorial group theory. Classics in Mathematics.

Springer-Verlag, Berlin, 2001. Nouveau tirage de l'�edition de 1977.



916-30

[Ne37] Neumann B.H.: Some remarks on in�nite groups. J.London Mat. Soc., 12:120-127, 1937.

[Oll03a] Ollivier Y.: Sharp phase transition theorems for hyperbolicity of random groups.

Pr�epublication, janvier 2003. ArXiv:math.GR/0301187

[Oll03b] Ollivier Y.: On a small cancellation theorem of Gromov. Manuscrit, janvier 2003.

[Oll03c] Ollivier Y.: Critical densities for random quotients of hyperbolic groups. �A parâ�tre dans
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