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Soit f un difféomorphisme lisse de Ry ayant pour seul point fixe 0. Le but de
cet exposé est de comprendre a quoi peut ressembler ’ensemble des difféomor-
phismes lisses de Ry qui commutent avec f. C’est une question qui apparait
de fagon naturelle (comme sous-question) lorsqu’on s’intéresse aux actions lisses
de Z? sur [0, 1] ou sur le cercle (préservant 'orientation). Il s’avere judicieux de
commencer par regarder le centralisateur C! de f, que la théorie classique décrit
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Résumé

Soit f un difféfomorphisme lisse de R fixant seulement ’origine, et Z”
son centralisateur dans le groupe des difféomorphismes C”. Des résultat
classiques de Kopell et Szekeres montrent que Z! est toujours un groupe
a un parametre. En revanche, Sergeraert a construit un f dont le cen-
tralisateur Z°° est réduit au groupe des itérés de f. On présente ici le
résultat principal de [EyI] : Z°° peut en fait étre un sous-groupe propre
et non-dénombrable (donc dense) de Z*.

Abstract

Let f be a smooth diffeomorphism of the half-line fixing only the origin
and Z" its centralizer in the group of C" diffeomorphisms. According to
well-known results of Szekeres and Kopell, Z' is a one-parameter group.
On the other hand, Sergeraert constructed an f whose centralizer Z*°
reduces to the infinite cyclic group generated by f. We present here the
main result of [Ey1]: Z°° can actually be a proper and uncountable (hence
dense) subgroup of 2.

Introduction

compléetement.

On note D", r > 1 (resp. r = 0), le groupe des difféomorphismes C" (resp.
des homéomorphismes) de R, muni de la topologie de la convergence C" sur
les compacts de Ry, et Z7 le centralisateur de f dans D", muni de la topologie

induite :

Zi={geD" |gof=Ffog}CD"



1.1 Centralisateur C°

En guise d’échauffement, commencgons par décrire ZJQ. On suppose dorénavant,

pour fixer les idées, que f(x) < x pour tout x > 0. Soit g € ZJQ et © = g(1).
Comme g commute avec f,

donc ¢ induit un homéomorphisme entre les domaines fondamentaux [f(1), 1]
et [f(x),z]. Réciproquement, soit z > 0 et g un homéomorphisme quelconque
de [f(1),1] dans [f(z), ] préservant Uorientation. Il existe un unique § € 29
induisant g sur [f(1),1]; c’est ’homéomorphisme défini par :

g(0) =0 et g|yntiq),may=S"0ogof ™ pourtoutncZ

(ces relations déterminent completement g, les intervalles | f*T1(1), f*(1)] consti-
tuant une partition de R% = ]0, +o0], et on vérifie facilement que § est bien un
homéomorphisme). On exhibe alors aisément un homéomorphisme (non cano-
nique) entre Z? et R x Homeo(J), pour un segment J quelconque. Il existe
ainsi une description générale des centralisateurs Z¢, valable pour tout f € D>
fixant seulement 0. On va voir que c’est aussi le cas pour Z}.

Remarque. On ne s’est servi nulle part de la régularité de f dans ce paragraphe.
Elle aura en revanche de I'importance dans le paragraphe suivant.

1.2 Centralisateur C!

Un point remarquable dans 1’étude de ces objets est le gouffre qui sépare les
régularités CY et C! : le centralisateur C! de f est beaucoup plus petit que son
centralisateur C°, c¢’est (toujours) un groupe a un parametre de difféomorphismes
C!. Ce fait découle des deux théorémes suivants. Outre les références originales
[S2l, [Ko], on peut consulter [Nal et[Yo] par exemple, pour des preuves détaillées
(et bien plus).

Théoréme (Szekeres [Sz]). Tout difféomorphisme f € D", r > 2, ayant 0 pour
seul point five est le temps 1 du flot d’un champ de vecteurs de classe C* sur
Ry et C" 1 sur R

Théoréeme (Lemme de Kopell [Ko|). Soient f et g deuz difféomorphismes de
R, qui commutent, de classe C* et C' respectivement. Si f n’a pas de point fize
dans RY et si g en a au moins un, alors g = id.

Remarque. Ces énoncés (et leur corallaire) sont faux si 'on suppose f de classe
C! seulement.

Corollaire. Soit f € D", r > 2, fivzant seulement 0. Il existe un unique champ
de vecteurs vy de classe Ct sur Ry dont f soit le flot au temps 1. On Uappellera
champ de Szekeres de f. Le centralisateur Z} est réduit au flot de ce champ de
vecteurs et est donc un groupe a un paramétre de difféomorphismes C'.



Arrétons-nous un instant sur ce phénomeéne. Dans le cas C° traité au para-
graphe précédent, le fait que le domaine de f soit fermé en 0 ne jouait aucun
réle; il serait revenu au méme de décrire le centralisateur C° du difféomorphisme
J* induit par f sur R% . Dans le cas C 1 au contraire, le point fixe change tout.
Pour nous en convaincre, intéressons-nous au centralisateur C' de f*. On peut
procéder comme dans le paragraphe précédent pour construire une multitude
de difféomorphismes C' de R% qui commutent avec f*. Pour tout x > 0 et
tout Cl-difféomorphisme g de [f(1),1] dans [f(z),z] préservant P'orientation et

satisfaisant Dg(f(1)) = Dg(1) g;g; (condition nécessaire évidente pour que g
se prolonge en difféomorphisme C! de R% commutant avec f*), on vérifie faci-

lement que I'application g : R} — R définie par
Gl i),y = fogo fT™ pour tout n € Z

est un difféomorphisme C' de R% qui commute avec f*. Il se prolonge sans
probleme en homéomorphisme de R, mais il n’y a en revanche aucune raison
que le prolongement soit C' jusqu’en 0. Et de fait, ce qu’affirme le lemme de
Kopell, ¢’est que pour un z > 0 donné, il y a au plus un g: [f(1),1] = [f(x), x]
pour lequel § se prolonge en difféomorphisme C! de R, .

Essayons de comprendre ce qui se passe sur un exemple simple : prenons
pour f I'homothétie de rapport @ < 1, et pour g un difféomorphisme C' de
[f(1),1] = [a,1] dans lui-méme, C'-tangent & l'identité au bord. Dans cette
situation, g est simple & décrire : § | [qnt1 on] est conjugué a g par I’homothétie
de rapport a™. Autrement dit, § a I'allure suivante :

id

a  « 1

En particulier, Dgo f™ = Dg pour tout n. Notons encore § le prolongement
de § en homéomorphisme de R, et supposons que ce prolongement est C!. La
dérivée de g en 0 est nécessairement 1, puisque 0 est un point d’accumulation
de points fixes de g. Mais pour tout x > 0 et pour tout n, Dg(z) = Dg(a™x),
donc

Dj(x) = lim Dg(a"z) =Dg(0) =1
n—-+o0o

puisque § est C!, ce qui signifie que § est I'identité.

La preuve compléte du Lemme de Kopell (que nous venons de démontrer
pour les homothéties) demande un peu plus d’efforts, mais le cas particulier ci-



dessus permet déjd d’entrevoir la différence entre le probléme C et le probleme
C!, et de constater qu’elle se concentre au voisinage du point fixe de f.

Maintenant, comment caractériser les rares g qui se prolongent en éléments
de Z} ? Ou, de fagon équivalente, a quoi ressemble le fameux champ de Szekeres
vy qui engendre tout le centralisateur C' de f? On peut exprimer de fagon
« explicite » :

vp =X lim (f*)" (1)

k—+o0

log Df(0)
e _ ) Dro=1 siDf(0)#1
n=(f-id)ds, A { 1 si Df(0) =1

et (f¥)*n désigne le tiré en arriere du champ de vecteurs 7 par le k-iéme itéré de
f. Pour un f dilatant (i.e. tel que f(z) > x pour tout = > 0), il faut remplacer
400 par —oo dans I'expression . La preuve du théoreme de Szekeres consiste
4 montrer que la suite de champs de vecteurs (f¥)*n converge en topologie C*
sur Ry et C"71 sur R% . En revanche, comme le sous-entend 1’énoncé, on ne
peut en général pas espérer de convergence plus forte sur Ry (ce qui motive le
paragraphe suivant).

1.3 Centralisateur C*®

On veut maintenant décrire Z}’o (pour un f lisse). On peut déja faire deux
remarques élémentaires :

e Z7° est inclus dans Z}c (et constitué des temps du flot de vy qui sont
lisses) ;

e Z° contient tous les itérés de f et de son inverse.

Et c’est en fait tout ce qu’on peut dire (qui soit vrai pour tout f). En effet, les
deux cas limites permis par les inclusions :

Z={f",nel} c Z¥ C Z;=R

peuvent se produire. Si le champ de Szekeres de f est lisse, alors bien entendu
Z5 = Z} D’apres un résultat de F. Takens [Tal], c’est notamment le cas si
f n’est pas infiniment tangent & Iidentité en 0. D’apres F. Sergeraert [Se, §3],
c’est aussi le cas si f est infiniment tangent a l'identité en 0 mais n’oscille pas
trop au sens ou

sup (y — f(y)) = Oz — f()). (2)

O<y<z

Mais dans le méme article, il construit un difféomorphisme f dont le centrali-
sateur C? est strictement contenu dans Z}c (ce qui signifie en particulier que vy
n’est pas C?), et on peut en fait vérifier que dans son exemple, Z7 (et a fortiori
Z]?O) est réduit au groupe engendré par f. Autrement dit, vy est un champ de
vecteurs C1 dont seuls les temps entiers du flot sont C? (et en fait lisses). Le



coeur de cet exposé va consister & montrer qu’il peut se passer des choses encore
plus compliquées :

Théoréme 1. Il existe un difféomorphisme lisse f de Ry fixant seulement
lorigine, dont le centralisateur C", pour tout 2 < r < 0o, est un sous-groupe
propre et non dénombrable du groupe a un parametre Z}.

Ce théoreme découle de la proposition suivante, en prenant pour f le temps
1 du champ de vecteurs qu’elle fournit.

Proposition 2. Il existe un champ de vecteurs v complet C* sur Ry et ne
s’annulant qu’en 0 dont le flot f' au temps t n’est pas C?> en 0 pour t = 1/2
mais est lisse sur Ry pour toutt € Z & ZTGK 77, ou K C R est un ensemble
de Cantor.

Ce résultat fait I'objet de l'article [Eyl]. Le point clef de la preuve, esquissée
dans les deux sections suivantes, est d’interpréter la construction de Sergeraert
évoquée précédemment en termes de déformation par conjugaisons successives,
ce qui permet de lenrichir par des techniques de type Anosov—Katok [A=K]
pour obtenir la proposition 2 (on pourra consulter [F=K] pour une présentation
des méthodes « & la Anosov—Katok », et pour d’autres références sur le sujet).

2 Construction de Sergeraert

On explique ici comment Sergeraert construit un difféomorphisme lisse f de R
sans autre point fixe que 0 dont le centralisateur C*° est réduit au groupe des
itérés de f. Notons que d’apres le théoreme de Takens évoqué précédemment
et le critere de Sergeraert qui le suit, ce f va nécessairement étre infiniment
tangent a l'identité en 0, tout en « oscillant » (cf. figure ci-dessous).

id

A @)=l

Sergeraert part d'un difffomorphisme fy qui est le flot au temps 1 d’un
champ de vecteurs lisse vy « bien choisi » (décrit plus loin). Il lui fait subir une
infinité de « petites » perturbations (explicites) & supports disjoints de plus en
plus proches de 0, notées i, k € N*, de sorte que

F=fo+Y n

E>1



soit encore un difféomorphisme lisse de R4 (il suffit pour cela que la somme
converge en topologie C™ et soit Cl-petite par rapport a fp), mais que son
champ de Szekeres, lui, ne soit plus lisse. Plus précisément, il fait en sorte que
le temps 1/2 du champ ainsi obtenu ne soit pas C2.

Remarque. D’apres le théoreme de Szekeres, le champ de Szekeres de f et son
flot au temps 1/2 sont lisses sur R . Leur défaut de régularité se situe en 0.

Il n’est pas évident (méme quand on connait leur expression) de comprendre
pourquoi les perturbations 7, ont cet effet sur le champ de Szekeres de fj et
sur le temps 1/2 de son flot. Pour mieux voir ce qui se passe, on va traduire la
construction de Sergeraert en termes de « déformation par conjugaison ». Pour
cela, on oublie ce qui précede, et on reprend la construction depuis le début,
dans un langage différent.

On commence avec le méme champ de vecteurs lisse vy (celui de Sergeraert,
décrit ci-dessous) et on va cette fois construire le champ v recherché (i.e un
champ dont le flot est lisse au temps 1 et pas C? au temps 1/2) comme limite
d’une suite de déformations vy, chaque v;, étant le tiré-en-arriere hjvg de vy par
un difféomorphisme lisse iy, de Ry . Le flot ff de vy est alors relié au flot f§ de
vo par ff = h,;l o flohy. Il s’agit donc de construire les conjugaisons hy, de sorte
que f} converge en topologie C*° mais que fli/ ® ne converge qu’en topologie C*
(en particulier les hy, doivent diverger en topologie C?). Pour cela, I'allure du
champ initial est déterminante : il ne s’annule qu’en 0, est négatif ailleurs, et son
graphe a 'allure d’'un paysage sous-marin formé d’une alternance de fosses L,
et de plateaux H,, dont les altitudes respectives —v,, et —u,, (mesurées depuis
la surface, de sorte que 0 < wu, < v,), tendent vers 0 trés vite quand n tend
vers +o0o (si bien que vy est infiniment plat en 0), mais oscillent violemment au
sens ol les quotients vy, /u,, tendent vers I'infini (concrétement, dans exemple
de Sergeraert, u, = 2’”47 Uy = 2’”27 et L,, est situé entre les absisses 27771 et
27" ol sont centrés les plateaux H, 11 et H, respectivement).

Hypy2  Lpta Hypy1 L, H,

Un
Un
Yo

FIGURE 1 — Allure de vy.

Il découle de ce comportement que si un élément f¢ du flot envoie un segment
S C L, (resp. H,) dans la région L,, alors sa restriction & S est la translation
x — x — tv, (resp. une application affine de grande pente v, /u,). C’est une
conséquence directe de I'invariance de vy par son flot : vy o fl = vy x Df{.

Voyons maintenant en quoi ceci va nous aider & construire les conjugaisons
hy souhaitées. On définit les hi inductivement. On construit a ’étape k& un



difféomorphisme g, et on définit hy = gi o hx—1 et vy = hjvy = hi_,g;vo, si
bien que les flots de vy et v;_1 sont donnés respectivement par

f;é = h;_ll o (glzl o fé ogr)ohp_1 et

fioy = hl;—ll o f§ohg1.

Intuitivement, ce qu’on veut c¢’est donc construire g de sorte que gk_lo fdogr—fa
soit trés petit en norme C* (disons borné par 27%) mais que gk_1 ofol/2 oGk — fé/Q
soit grand en norme C? (le domaine R, n’étant pas compact, cela n’a pas de
sens de parler de norme C* sur R, ; mais comme on s’intéresse seulement au

voisinage de 0, on peut se limiter & la norme C* sur [0, 1] par exemple).

Pour remplir la premiere de ces deux conditions, on va prendre un g qui :

e commute avec f§ partout sauf dans une petite région : un intervalle fon-
damental Sy de fd situé « au milieu de Ly » (pour k assez grand, chaque
orbite de f} a beaucoup de points dans Ly, deux points successifs étant
distant de vy < 27%71);

e est CF-proche de l'identité sur cette région.

Plus précisément, on prend g égal a l'identité pres de 0 et de la forme id +y
sur Sy, ot v, est une fonction CF-petite & support dans Sy, dont I’allure sera
précisée ultérieurement. Ces informations suffisent a déterminer gy, sur Ry tout
entier (cf. Introduction). En particulier, g vaut nécessairement l'identité sur
[0,inf Sg]. Bienque ce ne soit pas évident a premieére vue, le résultat de cette
étape k est précisément :

fi = Fra +

(et on rejoint ici la premiere version de la construction de Sergeraert). Justifions-
le rapidement. Par construction, hx_1 = gg—1 © ... 0 g1 vaut l'identité sur Ly
(puisque pour tout j < k — 1, le support de g; est inclus dans [inf S}, +oo[C
[inf Lj_1,+o00[). Ainsi, sur Sy C Ly,

fh=fioi=htio(g o foogr) o b1 —hity o fgohky
=g ofoog— 1o
=id~ ! o(id —vg) o (id +) — (id —vy)
= Vk- (3)

Et en dehors de Sy, I'hypothese de commutativité signifie que g, *o fd ogr = f&,
donc f} = fl ;. Ainsi, 'étape k a un effet local sur f} ; (localisé dans Sy).
Pourtant, observons bien que le difféomorphisme g utilisé pour la conjugaison
differe de I'identité bien au-dela de Sy (cette affirmation clef va devenir claire

dans quelques instants).

f1/2

Voyons maintenant quelle forme donner a v, pour que g;l o fol 2 gk — fo

soit grand en norme C2. Le choix de Sergeraert est représenté ci-dessous.



Uk/2

Yk

Sk

FIGURE 2 — Allure de ~;

9k

Sy
Ly H,

FIGURE 3 — Allure de g sur Ly.

On peut alors visualiser g, sur Ly et Hy. Sur [sup Sg,sup L], fo coincide
avec la translation de —vg, donc g commute avec cette translation (cf. figure
3). Plus généralement, pour tout p > 1, si S} désigne le segment f*(Sy),

gkl sp = fo "o (gl s.) o f5.
k

Or si p est tel que S; C Hg, on a vu que la restriction de f' & S¥ était une
application affine de la forme

v,
reSh— —a+cy,
Uk

ol ¢ désigne une constante réelle. Ainsi, gi | s» est conjugué a gi | s, par une
application affine ayant un tres grand coefficient directeur :

(gk | sg) () = (ZZ) h (9r | s1) (Zi z + Ck) - czzk. (4)

L’allure de gi sur Hy est donc celle de la figure 4.
Gréce a lallure particuliere (disymétrique) de 7, un calcul similaire &

montre que gk_1 o fé/2 ogr — fé/g est exactement égal & g, —id sur J}, intervalle
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FIGURE 4 — Allure de gi sur Hy.

moitié de S} (méditer la figure 4). Or & cet endroit, d’apres et par définition
de gi (ou, si l'on préfere, d’apres la figure 4),

. % Vg .
DQ(gk - ld) = iDQ’yk o ('u,]k; id +Ck) s

Mais les parametres uy, v et wy ont justement été choisis pour que = [y,

diverge avec k. Ainsi, comme on le souhaitait, gk_l o f01/2 ogy — fé/z est grand
en norme C2. 1l s’agit alors de vérifier que lorsqu’on superpose toutes ces per-
turbations gx (i.e lorsqu’on conjugue par hy = g © ... 0 g1) et qu’on fait tendre
k vers l'infini, on obtient bien l'effet souhaité sur le temps 1/2 du flot du champ
limite (cf. [Ey2] pour plus de détails).

3 Combinaison avec les méthodes de type Anosov—
Katok

On explique maintenant de fagon succincte (sans les calculs) comment modifier
la construction de Sergeraert pour obtenir la proposition 2} On part du méme
champ de vecteurs vy, et on définit & aussi ¥ comme limite de déformations vy,
chaque v}, étant le tiré en arriere hjvg de vy par un difféomorphisme lisse h;, de
R. La encore, le flot ff de vy, est relié au flot de vy par ff = h;l o f§ o hg. Mais
cette fois, on construit les hy, de sorte que les difféomorphismes ff convergent
en topologie C* pour un ensemble dense de ¢, et seulement en topologie C! pour
le temps ¢ = 1/2. Pour cela, on construit inductivement les difféomorphismes
gr = hy o h,;_ll de sorte qu’a I'étape k, gr commute non plus avec fi, mais avec

1 . . . . .
0/ % pour un certain entier ¢; impair, en dehors d’un intervalle fondamental S,



de fo1 /0 Gitué dans la région L, , pour un certain entier ny, mais ne commute
pas avec fé/gq’“. On prend encore g = id pres de 0 et de la forme id +; sur
Sk (cette fois, les bosses de vy, ont pour hauteur w,, = 27" et la largeur de S
est v,/qx). On impose que la norme C* de g — id soit suffisamment petite sur
Sy pour que les normes C* des applications

- _ _ 1
geloflog—fh et hylofiohy—htiofiohyy, te q—kZﬂ[O,l},
soient strictement inférieures & 27% (cette contrainte dicte le choix de ny), et on
note I, un voisinage compact de qikZﬁ]O, 1] tel que I'inégalité large soit vérifiée

pour tout t € Ij.

Lemme 3. [l existe un choix convenable de paramétres q. et ny pour lesquels
Uintersection des compacts Iy, est un ensemble de Cantor K constitué de temps
t pour lesquels les difféomorphismes h,;l oflohy, k > 1, convergent en topologie

C>.

Il faut en particulier choisir a chaque étape ¢ assez grand pour que qikZ
rencontre chaque composante connexe de I;_; en au moins deux points. Une
fois ce lemme prouvé, 'irrégularité de la limite des f,i/ ? S'obtient exactement
comme dans la construction de Sergeraert.

Remarque et question

On montre dans [Ey2] que les éléments irrationnels du Cantor K obtenus par
une telle construction sont nécessairement des nombres de Liouville, ¢’est-a-dire
des nombres trés bien approchés par des rationnels (par opposition aux nombres
diophantiens). En fait, pour tout nombre de Liouville 7, on peut construire un
v comme celui de la proposition [2| dont le Cantor K contient 7 (cf. [Ey3]).
En revanche, on ne sait pas s’il est possible de construire (par une méthode
différente) un champ de vecteurs v de classe C! sur R, dont les temps 1 et «
du flot soient lisses, pour un « diophantien, mais dont un autre temps ne soit
pas C2.
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