SUR DEUX QUESTIONS CONNEXES DE
CONNEXITE CONCERNANT LES
FEUILLETAGES ET LEURS HOLONOMIES

Héléene EYNARD-BONTEMPS

Unité de Mathématiques Pures et Appliquées
Ecole Normale Supérieure de Lyon
46, allée d’Italie
69364 Lyon cedex 07 — France






Remerciements

Quand j’ai rencontré Emmanuel Giroux, j’étudiais ma discipline froidement,
avec une distance « scolaire ». Dés nos premiers échanges et au cours des sept
années qui ont suivi, j’ai découvert une nouvelle fagon de faire des maths, de
les raconter, de les contempler, de jouer avec. Par sa facon unique d’expri-
mer les idées pour que je les comprenne, sa patience, son humour, son sens de
lesthétique et de 'autodérision, il a su me les faire aimer. Je ne saurais assez
lui exprimer ma gratitude pour 1’énergie qu’il a consacrée a ’encadrement de
cette thése et pour m’avoir soutenue du début a la fin.

Je tiens ensuite a remercier mes rapporteurs, Patrice Le Calvez et Yakov
Eliashberg, qui m’ont fait un grand honneur en acceptant ce role. La lecture
minutieuse de P. Le Clavez m’a permis d’améliorer substantiellement le texte
original, et je le remercie vivement pour le temps qu’il a consacré a cette tache
pendant ces derniers mois. L’appréciation de Y. Eliashberg m’est quant a elle
d’autant plus précieuse que ses travaux ont directement inspiré un chapitre clé
de cette these.

Je suis tres heureuse de pouvoir compter en outre parmi les membres de mon
jury :

— Sylvain Crovisier, dont les explications et les suggestions ont été décisives
dans 1’élaboration de mon premier article. Je lui suis tres reconnaissante pour
sa gentillesse spontanée et pour l'intérét qu’il a porté a mon travail jusqu’ici;

— Etienne Ghys, dont ’éloquence et ’enthousiasme ne sont pas étrangers a
mon orientation vers la géométrie. J’ai eu la chance de lui exposer mon travail,
et de repartir avec une multitude de nouvelles pistes de réflexion (que je n’ai
malheureusement pas encore eu le temps d’explorer) ;

— Jean-Christophe Yoccoz, qui a bien voulu se pencher sur mes questions et
partager avec moi ses connaissances sur I'un de ses domaines d’expertise pour
en dégager des pistes de recherche. J’ai beaucoup apprécié son accueil et son
accessibilité.

Je remercie plus généralement tous ceux qui m’ont prété un peu de leur
savoir ainsi que ceux qui m’ont écouté raconter mes travaux, pour leurs avis,
leurs suggestions, leurs encouragements.! Merci en particulier &

1Le plus sage, pour n’oublier personne, serait de m’arréter ici. Je choisis plutét de remercier
tout-de-suite les oubliés, en espérant que cette attention les aidera & pardonner mon étourderie.



4 REMERCIEMENTS

— Takashi Tsuboi qui, par son invitation a Tokyo et les échanges que nous
avons pu avoir lors de ce séjour, a joué un role déterminant dans ma these. C’est
avec enthousiasme que je me prépare a passer un an de plus dans son université ;

— Francois Laudenbach, qui m’a fait bénéficier plus d’une fois de son expérien-
ce, de sa pédagogie et de son écoute attentive.

Certaines de ces rencontres ont été possibles grace au financement du projet
ANR Symplexe dont je remercie les instigateurs.

J’adresse aussi un grand merci collectif & tous les membres (passés et pré-
sents) de 'UMPA qui contribuent & faire de son laboratoire un lieu de travail
vivant et accueillant, et parmi eux aux secrétaires pour leur patience et leur
efficacité.

Un merci tout particulier a Patrick, pour n’avoir jamais été avare de son
temps avec moi, pour ses dépannages informatiques, son « soutien scolaire »,
son soutien tout court, et ce satané enthousiasme dont je manque et dont il a
justement a revendre.

Un grand merci également a Boubou, dont la vivacité d’esprit et I’humour
m’émerveillent toujours, & mes co-bureaux successifs (Pierre P., Maxime Z.,
Pautre Pierre P. et Séverine) pour leur patience et leur indulgence (il en fallait),
a Benoit et Patrick pour avoir veillé & mon acclimatation, aux fléchiverbistes du
midi (et aux cruciverbistes du mercredi), & Klaus pour sa présence apaisante en
salle passerelle, & Agnes pour son épatante empathie, & Paul, Camille et Gérard
pour un peu de vie dans les couloirs au mois d’aott, a Léa pour avoir rendu
vivable un dernier semestre bien chargé.. .

Un merci spécial a Pierre D. et Maxime B. qui ont eu le courage de relire I'un
plusieurs versions successives de ce manuscrit et I’autre la partie dont personne
d’autre ne voulait.

Enfin, depuis de nombreuses années, 'immense soutien de mes proches m’a
bien souvent remise sur les rails. Merci donc & mes parents, mon frere, ma soeur,
mes grands-parents, Rémi, Julia, pour leur présence, leur fierté, leur affection,
leur indulgence ; & Ameline, Evelyne, Xavier, Simon, Loris pour des moments de
détente salutaires (méme anciens) et simplement pour leur amitié; & Catherine
pour d’autres grands moments a venir ; a Sébastien, pour ’humour et la patience
avec lesquels il m’a aidée a traverser la derniere ligne droite.



Notations

On note :

— D*f, k € N, la différenticlle d’ordre k d’une application f de classe C*
(méme pour les fonctions d’un intervalle I de R dans R);

— D" (M), r € N*, le groupe des difféomorphismes de classe C" d’une variété
M, et D', (M) le sous-groupe de ceux qui préservent l'orientation ;

— D" la boule unité fermée de R" et D7 la boule fermée de centre 0 et de
rayon p > 0;

— S™ la sphére unité de R**+!;

— T™ =R"/Z™ le tore de dimension n;

— Op(A) un voisinage ouvert d’un sous-ensemble A d’un espace topologique
(une variété), lorsqu’on ne tient pas & préciser lequel.
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Introduction

La question de connexité qui fait I'objet de la seconde partie de cette these
concerne 'espace des feuilletages de codimension 1 sur les variétés de dimension
3, ce qui suppose de doter cet espace d’une topologie. Pour ce faire, commencons
par rappeler la définition des feuilletages.

Un feuilletage de codimension k sur une variété M de dimension n est une
partition de M en ensembles connexes, nommés feuilles, telle que chaque point
de M possede un voisinage U muni de coordonnés (z,y): U — R"7F x R*
dans lesquelles toute composante de F' N U, ou F est une feuille, est définie
par y = constante. On dit habituellement que le feuilletage est de classe C" si
les cartes (z,y) sont C"-lisses. Cependant, nous utiliserons une notion un peu
différente qui mene plus facilement a la définition d’une topologie.

Les feuilles d’un feuilletage C" au sens ci-dessus sont naturellement des sous-
variétés immergées de classe C". Pour r > 1, elles admettent donc en tout
point un espace tangent, et I’ensemble de ces sous-espaces forme un champ de
(n—k)-plans de classe C"~! sur M, c’est-a-dire défini localement par des 1-formes
linéairement indépendantes w,. . .,wy, de classe C"~1. Ce champ de (n — k)-plans
est loin d’étre quelconque : il est intégrable, ce qui, pour r > 2, signifie que

dQ2=a N pour une certaine 1-forme «,

ou ) = wy A--- Awg. Réciproquement, le théoreme de Frobenius montre que si
un champ de (n — k)-plans de classe C"~1, r > 2, est intégrable, c’est le champ
des plans tangents & un (unique) feuilletage, mais celui-ci n’est en général que
de classe C" 1.

Dans cette these nous appellerons feuilletage C”, » > 1, de codimension
1 tout champ d’hyperplans C" sur M qui est intégrable. Pour r = oo, cette
définition coincide avec la définition classique. D’autre part, 'espace P" (M) des
champs d’hyperplans C" (intégrables ou non) posseéde une topologie naturelle :
la topologie C" sur 'espace des sections du fibré des hyperplans tangents a
M. Lespace F"(M) C P"(M) des feuilletages C" hérite ainsi de la topologie
induite. En fait, nous nous limiterons dans la suite aux feuilletages et aux champs
d’hyperplans coorientés sur des variétés orientées.

La topologie de 1’espace F" (M) semble mal connue. On dispose principale-
ment du résultat suivant, démontré par M. Gromov, A. Haefliger et A. Phillips
pour les variétés ouvertes (i.e sans composante connexe compacte sans bord)
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8 INTRODUCTION

et, pour les variétés closes (i.e compactes sans bord), par J. Wood en dimension
3 et W. P. Thurston en dimension supérieure.

Théoreme ([Grl, Ha2, Ha3, Ph, Wo, Th3]). Tout champ d’hyperplans C*> sur
M est homotope a un champ intégrable C*.

Autrement dit, 'application 7o F°(M) — meP>°(M) induite par 'inclusion
F>(M) — P>(M) est surjective. La question qui nous intéresse est de savoir
si cette application est aussi injective. En d’autres termes,

Question 1. Deuz feuilletages dans F>° (M) dont les champs de plans tangents
sont homotopes dans P> (M) peuvent-ils étre reliés par un chemin continu dans
Fe(M) ¢

Nous obtenons la réponse partielle suivante :

Théoréme A. Soit M une variété close orientée de dimension 3. Deux feuille-
tages coorientés dans F°(M) dont les champs de plans tangents sont homotopes
dans P> (M) peuvent étre reliés par un chemin continu dans F1(M).

En fait, les feuilletages du chemin que nous construisons sont C°°-lisses en
dehors de tores épais T? x [0, 1] C M sur lesquels ils sont transverses au facteur
[0, 1]. Se pose alors une autre question de connexité, traitée dans la premieére par-
tie de cette these : 'espace des feuilletages de T? x [0, 1] tangents au bord et trans-
verses au facteur [0,1] est-il connexe par arcs? Un tel feuilletage étant décrit
par sa représentation d’holonomie Z? — D ([0,1]), ce probleme se ramene au
suivant :

Question 2. L’espace des représentations de Z* dans D ([0,1]) est-il conneze
par arcs ?

Notons qu'une telle représentation n’est rien d’autre que la donnée d’un
couple de diffSomorphismes f, g € D([0,1]) qui commutent.
Pour attaquer cette question, plusieurs idées se présentent naturellement.

Premiére idée naive. Soit Z; = {h € D} ([0,1]); ho f = foh}, 1 <r < co.
Si Z7° est connexe par arcs, on relie g a Id dans Z3°, et donc (f,g9) a (f,1d)
parmi les couples de difféomorphismes qui commutent, puis, D°([0, 1]) étant
contractile, on relie f a Id, et donc (f,1d) a (Id,Id).

Malheureusement, Z7° est rarement connexe. Il y a & cela au moins deux
types d’obstructions.

Obstruction de nature locale. Si [a,b] C [0,1] est un intervalle stable par f,
ol f a pour seuls points fixes a et b, le centralisateur C! de f | [a,b] €St toujours
un groupe & un parametre, d’apres des résultats de G. Szekeres [Sz] et N. Kopell
[Ko] rappelés au chapitre 1. En revanche, son centralisateur C* est en général
plus petit et peut notamment étre réduit au groupe cyclique infini engendré par
[ 11a,b[- Nous présentons au chapitre 2 un tel exemple, construit par F. Sergeraert
dans [Se, §4].



Obstruction de nature globale. Bien que les centralisateurs C! de f | (a,b]
et f |4 solent des groupes a un parametre, Kopell [Ko] a montré que le
centralisateur C* (et a fortiori C*°) de f | (44 est génériquement réduit au
groupe cyclique infini engendré par f|,5. Comme I'explique J.-C. Yoccoz dans
[Yo], I'obstruction & ce que le centralisateur C! de f | [a,b] SOit un groupe a un
parametre est mesurée par un invariant introduit par J. Mather dans [Ma2], qui
prend ses valeurs essentiellement dans D (S?).

Deuzieme idée naive. Si Z$° est le groupe cyclique engendré par f, il est tres
facile de relier (f,g) = (f, f*) & (Id,Id) par des couples de difféomorphismes qui
commutent : n’importe quelle isotopie (ft):e[o,1] reliant f a I'identité donne un
chemin (f;, fF) qui convient.

Malheureusement il existe des cas ou Z7° n’est ni connexe, ni cyclique. Ceci
découle des constructions du chapitre 2, dont le résultat principal est le suivant
(cf. théoreme 2.1).

Théoréeme B. I existe un difféomorphisme lisse f de Ry ne fizant que l’origine
dont le centralisateur C", 2 < r < 00, est un sous-groupe propre, dense et non
dénombrable de son centralisateur C'.

Concernant la question 2, on obtient tout de méme au chapitre 3 le résultat
suivant en exploitant les travaux de Szekeres et Kopell.

Théoreme C. Toute représentation de Z* dans D ([0,1]) peut étre reliée
la représentation triviale par un chemin continu de représentations de 72 dans
DL ([0,1]).

+ y

Remarque. La preuve de ce théoréeme fonctionne encore pour des difféomor-
phismes de classe C", r > 2, mais pas pour des difféomorphismes C'. Ce théoreme
ne dit donc rien sur la connexité de l’espace des représentations de Z2 dans
D([0,1]).

Revenons maintenant a la question 1 et au théoréme A. La démonstration de
ce dernier s’inspire de la preuve du théoréme de Wood (voir plus haut) proposée
par Thurston dans [Th2] dont nous rappelons maintenant les différentes étapes.

E’tape 1. Soit M une variété close de dimension 3 et £ un champ de plans
coorientés sur M. Thurston construit sur M une triangulation A dont les arétes
et les faces sont transverses a £ et telle que £ ait une direction presque constante
sur chaque 3-simplexe. On déforme £ pour le rendre intégrable sur un voisinage
V' du 2-squelette. On procede en trois temps : on rend & intégrable d’abord au
voisinage des sommets, puis pres des arétes, puis pres des faces. A chaque fois, le
point important est qu’il existe, au voisinage du simplexe ¢ considéré, un champ
de vecteurs non singulier v contenu dans £ et transverse a o. La déformation
consiste a rendre £ invariant par v pres de 0. Comme £ est déja intégrable pres
de Jo, il y est invariant par v et on ne I’y change donc pas. Au terme de cette
étape, chaque composante de 0V est une sphere S incluse dans un 3-simplexe
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sur laquelle ¢ est presque horizontal au sens ou il trace sur S un feuilletage ayant
seulement deux singularités (les pdles) qui sont reliées par un arc transverse.

E’tape 2. On tente d’étendre le feuilletage £ | & M tout entiere. A vrai dire,
en raison du théoreme de stabilité de Reeb, ceci n’est possible que si chaque
feuilletage £| s est un feuilletage par cercles en dehors des pdles. Une observation
fondamentale de Thurston est qu’on peut néanmoins s’en sortir si, pour chaque
sphere S, il existe dans V' un arc proprement plongé A transverse au feuilletage
&|y qui relie les poles de S. En effet, dans ce cas, I'union de la boule B bordée par
S et d’un tube autour de A feuilleté par disques forme un tore plein W = D? x S!
sur le bord duquel ¢ induit un feuilletage transverse a S'. Un tel feuilletage
de OW = 0D? x S! est décrit par son holonomie, qui est un difféomorphisme
de S!. Thurston note que les holonomies des feuilletages qui se prolongent a
D? x S! forment un sous-groupe distingué de D (S') qui contient les rotations.
Or d’apres un théoréme de M. Herman et J. Mather, Df’f(Sl) est un groupe
simple. Par conséquent, le feuilletage £ | s se prolonge en un feuilletage de W.

Etape 3. Malheureusement, les arcs transverses A utilisés ci-dessus n’existent
pas forcément. Une condition suffisante pour qu’il y en ait est que toutes les
feuilles de £ | v soient non compactes. Thurston se rameéne a cette situation en
sacrifiant I'intégrabilité de £ sur de nouvelles boules contenues dans V' (cf. chap.
8, section 8.6).

Donnons maintenant les grandes lignes de la démonstration du théoréeme A.

Etape 1. Soit M une variété close de dimension 3 et 7o, 71 deux feuilletages
dans F>°(M), reliés par un chemin &, t € [0,1], dans P> (M) (i.e. & = 7
et & = 71). On choisit une triangulation A de M telle que chaque &, ait une
direction presque constante sur chaque 3-simplexe. Malheureusement, comme
la direction de & change avec t, on ne peut garantir que les arétes et les faces
de A soient toutes transverses & tous les champs de plans &. Pire, si 'un des
champs &; est tangent & une face o en un certain point p, on ne peut trouver
un champ de vecteurs non singulier v; pres de o qui soit contenu dans &; et
transverse a o. Par chance, ce probleme a déja été envisagé par Y. Eliashberg
dans [El] pour étudier non pas les feuilletages mais les structures de contact.
L’idée principale est de considérer ces 2-simplexes o comme de « gros sommets »
et de les traiter avant tous les autres simplexes du 2-squelette. En adaptant la
technique d’Eliashberg, on montre au chapitre 8 qu’on peut supposer tous les
champs de plans &; intégrables sur un voisinage V' du 2-squelette de A, et presque
horizontaux sur chaque sphere S de 9V, les poles variant cependant avec t.

Etape 2. On tente d’étendre les feuilletages & | v & M tout entiere. Comme
dans la preuve de Thurston, une situation tres favorable est celle o, pour chaque
sphere S de AV et pour chaque t, il existe dans V' un arc proprement plongé A
transverse au feuilletage &; | v qui relie les péles de S et dépend contintiment
de t. L’outil crucial est ici un travail d’A. Larcanché [Lal, fondé & nouveau sur
un théoreme d’Herman concernant les difféomorphismes du cercle. Ce travail,
décrit au chapitre 6, donne un procédé continu explicite pour prolonger & D? x St
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des feuilletages de OD? x S! transverses au facteur S'. Ces prolongements seront
appelés dans la suite feuilletages de Larcanché.

Malheureusement, deux problemes se présentent :

— de tels arcs transverses A; n’existent pas toujours, notamment pour ¢t = 0
et 1 ol on ne peut utiliser l'astuce de Thurston (étape 3) puisqu’on doit
garder intacts 7 et 7 ;

— méme quand on peut construire ces arcs Ay, il n’est en général pas possible
de les faire dépendre contintiment de t.

Etape 3. On résout le second probleme grace a 'observation suivante. A
un instant ¢, soient A; et A} deux arcs transverses a & | v joignant les poles
d’une sphere S de dV. Soient B la boule bordée par S, et W (resp. W’) le
tore plein obtenu comme union de B et d’un tube autour de A; (resp. A})
feuilleté par disques. Le lemme des vases communicants du chapitre 7 montre
que les feuilletages de V' UB produits en appliquant la construction de Larcanché
dans W d’une part et dans W’ d’autre part sont homotopes dans F*>°(V U B)
relativement & V' \ Int(W U ).

La résolution du premier probleme demande plus d’efforts. Il s’agit principa-
lement de déformer 7;, i = 0,1, dans F!(M) en un feuilletage 7/ « malléable »,
c’est-a-dire pour lequel il existe un nombre fini de tores pleins ayant les pro-
priétés suivantes :

— en dehors de ces tores pleins, toute feuille de 7/ rencontre une transversale

fermée;

— 7/ induit un feuilletage de Larcanché sur chacun de ces tores pleins W =

D? x S*;
— la restriction de 7/ & chaque W = 9D? x S! a des paquets de feuilles du
type 0D? x {2z} ou z décrit tout un intervalle de S*.
On note désormais 7 I'un ou 'autre des 7;.

Etape 4. D’aprés la théorie de S. P. Novikov [No] (cf. chapitre 4), il existe
dans M un nombre fini de tores épais disjoints T? x J (ou1 J désigne un segment
éventuellement ponctuel) tels que toute feuille du complémentaire coupe une
transversale fermée et que la restriction de 7 & chaque T? x J soit tangente au
bord et transverse au facteur J. On dira que 7 est net si chaque segment .J
est réduit & un point et si pour chaque tore T = T2 x J, il existe un champ
de vecteurs v de classe C™ sur R tel que les représentations d’holonomie Z? —
D> (R4, 0) définies par 7 de part et d’autre de T soient & valeurs dans le flot
de v. Le théoreme C permet de démontrer au chapitre 5 :

Théoréme D. Tout feuilletage 7 de F>°(M) est homotope dans F'(M) a un
feuilletage net T € F>°(M).

Etape 5. Un avantage des feuilletages nets est que leurs feuilles toriques ont
une holonomie flexible. Grace & I’étude au chapitre 6 des feuilletages sur P x S!
transverses au facteur S', ot P est le pantalon, on démontre au chapitre 7 :
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Théoreme E. Tout feuilletage net 7 € F°°(M) est homotope dans F>°(M) a
un feuilletage malléable T'.

On se retrouve alors dans la situation favorable envisagée a I’étape 3, et on
montre dans ce méme chapitre :

Théoreme F. Deuz feuilletages malléables 1), 71 € F>°(M) dont les champs
de plans tangents sont homotopes dans P°(M) sont homotopes dans F>°(M).

La plupart des méthodes mises en oeuvre pour démontrer le théoreme A
s’appliquent & des familles de feuilletages dépendant d’un nombre quelconque
de parametres. Des lors, la conjecture suivante semble tres accessible :

Conjecture. Soit N°°(M) l'espace des feuilletages nets d'une variété close M
de dimension 3. L’inclusion N°° (M) — P>°(M) est une équivalence d’homoto-
pie faible.

On aimerait aussi conjecturer que I'espace des représentations de Z2 dans
D ([0,1]) est connexe, et méme contractile, ce qui entrainerait que I'inclusion
F>*(M) — P>(M) est une équivalence d’homotopie faible (conformément au h-
principe de Gromov [Gr2, E-M]), mais cela parait nettement plus hasardeux. ..



Premiere partie

Sur une question de
connexité concernant les
difféomorphismes de
I’intervalle
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Plan de la partie 1

Cette premiere partie est constituée de trois chapitres. Dans le premier,
on rappelle les résultats connus concernant le centralisateur C! d’un difféomor-
phisme C", r > 2, d’un intervalle [a, b[ dont a est 'unique point fixe. On démontre
d’abord le théoréme de Szekeres [Sz] qui affirme qu’un tel difféomorphisme est le
temps 1 du flot d’'un champ de vecteurs C! sur [a,b[ et C"~! sur ]a, b[. On donne
ensuite I’énoncé et la démonstration du lemme de Kopell [Ko] qui implique entre
autres qu'un tel champ est unique et que le centralisateur C! du difféomorphisme
est réduit au flot de ce champ de vecteurs, et est donc toujours un groupe a un
parametre.

Dans le chapitre 2, on étudie les centralisateurs en régularité plus grande.
Dans une premiere section, on donne la preuve du Théoreme B de 'introduction
(cf. théoréme 2.1). Celle-ci repose sur la construction, combinant des techniques
de Sergeraert [Se] et d’Anosov—Katok [A-K], d’un champ de vecteurs C* sur R
dont le flot au temps ¢ est lisse pour un ensemble dense et non dénombrable K
de t mais pas C2 pour t = 1/2. On compléte ce résultat en montrant dans la
section 2.2 que K ne contient que des rationnels et des nombres de Liouville,
et dans la section 2.3 que ’ensemble &7 des nombres 7 pour lesquels il existe
un champ de vecteurs dont le flot est lisse aux temps 1 et 7 mais pas C2 pour
d’autres temps est résiduel. Dans la section 2.4, on revient sur ’exemple de
Sergeraert [Se, §4] et on prouve que le centralisateur C? du difféomorphisme f
qu’il construit est réduit au groupe des itérés.

Enfin, dans le chapitre 3, on exploite les résultats rappelés au chapitre 1
pour démontrer le théoréme C de V'introduction (cf. théoréme 3.1).
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Quelques formules utiles

Dérivées
Si g est une application C* définie sur un intervalle I C R (ouvert ou fermé),

on note
gl = sup {|D™g(z)|, 0 <m <k, z €I} € [0,+00].

Sig: I — g(I) est un difféomorphisme de classe C? préservant I'orientation, on

note : )
D
Lg= DlogDg = —g.
Dg
On retient en particulier la formule de « dérivation » d’une composée par I’opéra-
teur L :

L(hog)=Lhog-Dg+ Lg. (1)

Pour calculer des dérivées d’ordre supérieur de fonctions composées, on utilisera
également la formule de Faa di Bruno sous la forme :

D™(hoyg) = Z <(D”|h) 0g- H DB|g> (2)

TEll,, Ben

ou II,, désigne ’ensemble des partitions 7 de {1,---,m} et |X| le cardinal de
I’ensemble fini X.

Champs de vecteurs et leur flot

Soit n un champ de vecteurs sur un intervalle J. Tout au long de la partie
I, on fera peu de différence entre 7 et la fonction dz(n), x étant la coordonnée
sur J. Si g: I — J est un difféomorphisme, le tiré-en-arriere de n par g est le
champ de vecteurs sur I défini par :

« 1949
977——Dg~

Sin est C* et complet sur J, son flot {f'};cr est bien défini et ses éléments sont
des difféomorphismes C! de J qui préservent 1 au sens ot (f*)*n = n pour tout
t, soit

nofl=Df" xn surJ. (3)

17



18 QUELQUES FORMULES

Si a € J est un zéro de 7, on utilisera souvent les faits suivant :
Jfa)=a, Df(a) = e

etDn(a) -1

ot fl@)-w o~ ha

tn(xz) pour tout t € R, (4)

en remplagant % par 1 si Dn(a) = 0.

Démonstration. Le premier fait est clair. Le second découle directement de
I’équation aux variations

Drte) = e ([ Dno (wias)

appliquée en a. L’équivalence (4) est triviale si n(z) = 0 et s’obtient facilement
si Dn(a) # 0 (et donc Df*(a) # 1). En effet, dans ce cas,

fl@) =z ~ (f'(a)=a)+ (Df'(a) = (@ —a) = (7 1) (-~ a)

r—a

et
tn(z) ~ tn(a) +tDn(a)(z — a) = tDn(a)(z — a).

r—a

Si Dn(a) =0, on écrit

t _ 1 s
fz) -z / no f*(x) f / Df*(
tn(z) t Jo
Comme le flot de n est C!, Df*(z) tend vers Df*(a) = 1 quand x tend vers a,
et ce uniformément en s € [0,¢], ce qui fournit I’équivalence souhaitée. O



Chapitre 1

Résultats classiques sur le
centralisateur C!

On s’intéresse dans ce chapitre aux difféomorphismes de classe C", r > 2, de
l'intervalle [a, b], —00 < a < b < 400, sans point fixe dans |a, b[. Le centralisateur
dans D*([a, b]) d’un tel difféomorphisme est toujours un groupe & un parametre.
Cette affirmation découle de résultats classiques de Szekeres [Sz] et Kopell [Ko]
dont on rappelle les énoncés et les démonstrations dans les sections 1.1 et 1.2
respectivement. Pour plus de détails, on pourra se reporter & [Na] et [Yo] par
exemple.

1.1 Existence des champs de Szekeres

Théoréme 1.1 (Szekeres). Tout difféomorphisme f € D"([a,b]), r > 2, sans
point five dans ]a,b| est le temps 1 du flot d’un champ de vecteurs de classe C!
sur [a,b] et C"~1 sur]a,bl.

On appellera champ de Szekeres de f tout champ de vecteurs ayant ces

propriétés. On verra dans la section suivante qu'un tel champ est en fait unique.
La proposition 1.3 donne des informations plus précises sur ce champ, qui seront
utiles au chapitre 3.
Remarque 1.2. Si f n’est pas C"-tangent a 'identité en a, un théoréme de F. Ta-
kens [Ta] (cf. théoreme 3.4) affirme que f admet un champ de Szekeres de classe
C"~1 sur [a,b]. En revanche, il existe des difféomorphismes f € D>([a,b[) (infi-
niment tangents & I'identité en a) qui ne sont pas sur un flot C? (cf. chapitre 2).
Ce défaut de régularité motive toute la premiere partie de cette these et nous
complique bien la tache dans la seconde (cf. chapitre 5).

Etant donné f € D"([a, b[), on pose 1o = (f — Id)d, et n = (f*)*(no) pour
k > 1. Ces champs de vecteurs sur [a, b[ sont de classe C" et C"~! respectivement.

Proposition 1.3. Soit f € D"([a,b]) satisfaisant f(x) < x pour tout x € la, b[.

19



20 CHAPITRE 1. CENTRALISATEUR C!

1. La suite ni converge Cl-uniformément sur tout compact de [a,b] vers un

champ Ny = e dont f est le flot au temps ]Bgfaj)c(_al) (1 si Df(a) =1).

2. La convergence de ny est C"~L-uniforme sur tout compact de la,b[. La
restriction de ng d )a,b| est donc C"1.
3. Pour tous 0 < 4,j < oo et tout ¢ € ]a, b,

sup
la,c]

< HDlong | [axC]Ho (c—a).

log U3
Ui

i

4. Si ||(f —1d) | [a:C]HQ < d <1 pour un c € |a, b,

5 — §(c—a)
sup | Dng| < 0 + Me =5 pour tout 0 < k < oo.

la,c] 1-6

Démonstration du théoréme 1.1 & partir de 1.3. Si f € D"([a, b]) satisfait f(x) <

x pour tout z € |a, b|, le champ lggf(Da’;(fl) 7y est un champ de Szekeres de f. Dans

le cas contraire, on applique la proposition 1.3 & f~!, qui est donc le temps 1 du

flot de %nlc—l, et 'opposé de ce champ de vecteurs fournit un champ
de Szekeres de f. O

Corollaire 1.4. Soient a, b € R, a < b. Si f € D"([a,b]), sans point fixe
dans ]a,b[, vérifie |f —1d||, < & < 1, alors f admet un champ de Szekeres v
satisfaisant

sup |log

Ja,b

’ <wu(d) et sup|Dv| < u(d)

1%
f—1d [a,b]

pour une fonction u: [0,1] — R indépendante de f et tendant vers 0 en 0.

Remarque. La fonction u dépend a priori de la longueur du segment [a, b] mais
peut étre choisie indépendante de cet intervalle si par exemple on sait que [a, b] C
[0,1] (cf. chapitre 3 ou le corollaire 1.4 est utilisé).

Notons que si f est un difféomorphisme du segment [a, b] préservant ’orien-
tation et sans point fixe dans ]a, b[, il possede (au moins) un champ de Szekeres
sur [a,b] et un autre sur ]a,b]. En général cependant, f n’appartient pas & un
flot C! sur [a, b] tout entier (cf. Kopell [Ko] et Mather [Ma2]).

Démonstration de la proposition 1.3. On s’inspire ici des preuves du théoreme
de Szekeres données par Yoccoz dans [Yo] et A. Navas dans [Nal. La clef de la
démonstration est ’étude de la fonction 6 définie sur [a, b] par

1
O(z) = log </ Df(x +s(f(z) — x)) ds) —log(Df(z)).
0
La fonction D f est C"~! et strictement positive sur [a, b[, donc 6 est bien définie

et C"~! elle aussi. D’autre part, d’aprés le théoréme des accroissements finis,
pour tout x € [a, b,

/0Df(x—i—s(f(m)—x))ds:Df(a:o) pour un certain  xg € [f(z), z].
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Soit ¢ € [a,b] fixé et C = ||Lf | [a,c]‘

o ot Lf = Dlog Df. Pour tout z € [a,c],

|0(z)| = |log Df(xz¢) —log Df(x)] pour un certain g € [f(x),2] C [a,c],
< Clzg — x| < C(x — f(x)). (1.1)

De plus, pour tout = € ]a, b], la formule de Taylor avec reste intégral au premier
ordre donne

)= f=) [ _
L8 = [ D+ s(r@) —a)) as
donc ,
_ fAz)—fl@) . m@)
) =18 D (P —2) % )
Ainsi, pour tout k > 0,
Merr . (fF)'m . mo fF k
tog Mk =log (f¥)*mo _lognoofk =f0f
et pour tous 0 <7 < j,
j—1
log% =Y 0o (1.2)
v k=i

On peut d’ores et déja démontrer le point 3 de la proposition pour 4, j < co. En
effet, pour tout x € Ja, c], les itérés f¥(x), k > 1, restent dans ]a,c] donc (1.1)
et (1.2) entrainent

nj
log —=(x
m( )

-1
<O (@) = @) =C(f'(x) - f(x) <Clc—a). (1.3)
k=i

On montre maintenant que 7y converge C!-uniformément sur [a, c]. Sur ce
segment, la suite f* converge C-uniformément vers la constante a, étant donné
que

H(fk - (L) | [(L,(:]H < |fk(c) _a’| — 0.

On pose
k—1
Or =) 0of.
i=0
D’apres (1.3),
18 = ©) [ aallly < CI = £ Taally -

La suite O converge donc CY-uniformément sur [a,c], et c’est aussi le cas de
e = Noexp Oy, (cf. (1.2)). Notons que la limite ny = limn, = nyexplim Oy
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a les mémes zéros que 79 = (f — Id)0z, donc ne s’annule qu’en a. On étudie
maintenant la convergence C!.

o Uoofk _ k k L
Dn, = D DJt =Dnoo f*+ (noo f*)D DFfF (1.4)
D2 k
:Dnoofk—Lfknk
k—1
= Do f* =3 (Lfe f)Df m
o
= Digo f' =3 (Lfo fHUH = HTE (1)
i=0 ¢

Le premier terme de l'expression (1.5) converge uniformément vers Dng(a) sur
[a,c], le champ 7o étant de classe C", r > 2. D’autre part, les fonctions Lf o f?
et ny/n; sont bornées sur [a,c] indépendamment de i et k, par C et eC(¢=®
respectivement (cf. 1.3). Comme pour le point 3, la positivité de f# — fi+1 et la
convergence uniforme de f* sur [a, ¢] entrainent alors celle de

k—1
§jufofwm”i—fﬂ%?
i=0 v

et donc celle de Dny. La suite ng converge donc C!-uniformément sur tout com-
pact de [a,b[ vers un champ de vecteurs qu’on note ns. L'expression (1.5) ap-
pliquée en z € ]a, ¢] donne en outre :

D ()] < [|D(f = 1d) | (q,q1]| + C(c — a)eTC).,
Si||(f—1d) | a.q]l, <6 <1,

D2f

)
D—f | la,c] < m
0

C=Lfaally= H

donc finalement, pour tout x € ]a, |,

|Dipe()] < 6+ ——(c— a)er=s ),

1-96

Cette inégalité reste vraie pour x = a par continuité de Dy, et le point 4 est
démontré.

Revenons a la preuve du point 1. Il s’agit de vérifier que f coincide avec
le temps log Df(a)/(Df(a) —1) (1 si Df(a) = 1) du flot de ny sur [a,b[. Par
définition, f*nr = M1 pour tout k. En passant a la limite, on obtient f*ny =
7y, soit

ot _ 7y, OuU encore Df 1 _ 0 sur Ja, b
Df ngof oy
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(on a vu que 7y ne s’annulait pas en dehors de a). Mais cette quantité est la

dérivée de la fonction
W) e
Yy S ]Cl, b[ — / Y\
y nr(x)

qui est donc constante égale & 7 € R sur ]a, b]. Cela signifie précisément que f
coincide sur ]a, b[ (et donc sur [a,b[ par continuité) avec le flot de 7y au temps
7. La dérivée de f en a vaut alors Df(a) = exp(rDny(a)). Comme f*(a) = a,
la formule (1.4) implique que Dng(a) = Dng(a) pour tout k, et

Dijg(a) = Jim Digy(a) = Dio(a) = D(f —1d)(a) = Df (@) ~ 1,

ce qui donne bien 7 =log Df(a)/(Df(a) — 1) si Df(a) # 1. Le cas Df(a) =1
est plus délicat. On veut montrer que

W g
/ T o1 pour tout y € Ja, b[.
y nf(x)

La fonction 1/ny étant bornée sur [f(y),y], la suite 1/nx = (1/n0) exp(—Oy)
converge uniformément vers 1/n; sur ce segment. Il faut donc montrer que

/y me(z) /y de —1 quand k — oo.

Pour cela, on écrit

Df*(x) Df*(x) i y) - )

FH@) — f5@) )~ ) ) - @)

et on note que

fy) Dfk(z) B
[I de =1 pour tout k.

11 suffit donc de vérifier que les quotients
@) — fF (@)
) = fF ()
tendent uniformément vers 1. Or, par le théoreme des accroissements finis,
(S (@) = P @) = () = A (y) = (F =1 (f* (@) = (f = 1) (f*(y))
= (Df(xx) = 1) (f*=) = f*(y))

pour un certain zy € [f*(x), f*(y)] C [a, f¥(y)]. Par suite,

() — M=) ) = f* )
(

oy B e AR e Tow s Tow

< [Df(xxr) — 1.
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Comme D f est continue et vaut 1 en a, on obtient la convergence voulue.

Il reste a prouver le point 2. Pour cela, on montre maintenant que Oy
converge C"~l-uniformément sur tout compact de ]a,b[. On a déja prouvé la
convergence C° en démontrant le point 1. La convergence C! découle également
du point 1. En effet,

D _ Do
Nk o

DOy, = sur Ja, b

et Dy, et 1/my convergent uniformément sur tout compact de ]a, b].
Soit ¢ € Ja, b[. Si {f&}ier désigne le flot de 79, Vapplication ¢: t € R — f¢(c)
définit un difféomorphisme C" de R dans ]a, b], satisfaisant

D=1 0.

Pour démontrer le point 2, il suffit donc de prouver la convergence C"~!-uniforme
de O o 1) sur tout compact K de R. Celle-ci résulte de I'existence pour tout
n < r d’une constante M, vérifiant

D™ (f" o)
(FFT =00
On va obtenir ces constantes par récurrence, en montrant au passage que les

inégalités (H;) pour [ < n < r — 1 entrainent la convergence C™-uniforme de

O 0.

Pour n = 1, il suffit de remarquer que

(t)] < M,, pourtoutieN, te K. (Hy)

(S —f)ov

D(f* o) = (Df* o)) Dip = ——

(no o)

donc ,
D(f'ov) — ¢ Oio¥
(frHt = f) o
qui est borné uniformément en ¢ € N et ¢t € K par une constante M; puisque la
suite (©;); converge uniformément sur 1 (K).

(1.6)

On suppose maintenant qu’il existe des constantes M; satisfaisant (H;) pour
tout I <n <r —1. On réécrit (1.6) sous la forme :

D(f'o)e®” = (f*1 = ') o v
On dérive n fois le membre de gauche :
D" (D(fz o 1)/}) e@iow) _ e@mz/anJrl(fi ° w)

+) G DI(e®) DI (f o),
=1
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puis celui de droite :

D" ((f* = f1) o @b)\ fiiow) = D(f' o)

[f72 = ow + | = flow) dapres (Hoy)

D"(

( . .

(|f’+1 7l o¢) <|f“f2 _f1f1| o +1)
(

(

| |fitt — fi] o
< M, (|f = flow) (IDf | paol, +1)
M, (If7 = o).
(1.8)

En combinant (1.7), (1.8) et (H;) pour | <n, on obtient

D" (fP o) < My M’+Zc My |DP(e®°0) | (If7F = fi o).
j=1

Pour obtenir une constante M,, 11 satisfaisant (H,,11), il suffit donc de montrer
que | D7 (e®:°¥)| est borné uniformément en i sur K pour tout j < n. Pour cela,
on montre maintenant que les inégalités (H;) pour | < n < r — 1 entrainent
la convergence C"-uniforme de (O o ¥); sur K. D’apres la formule de Faa di
Bruno (2),

Do fow) =3 (D)o (fiow)- T DIPIs
well; Bem

ou II; désigne 'ensemble des partitions 7 de {1,---,I} et |X| le cardinal de
I'ensemble fini X. Pour toute partition 7 € II;, les inégalités (H;) pour j <1 <n
entrainent :

H DIB\(f

Bem

(HM|B> (15 = filow)™.

Bem

En posant
M= Hmax(l,Ml)" et d=maxy(K)

I<n

(de sorte que fo(K) C [a,d] pour tout i € N), on a donc

H D\BI

Bem

<M xmax (1,(d—a)'™") x (| = filoy),

et par suite
D (B o florp) <[] X ||0] jaql, x M xmax (1, (d—a)'™") x (|f = filov).

La série >, D'(fo fio) converge donc uniformément sur K par 'argument ha-
bituel, et ce pour tout I < n. Autrement dit, (©x01) converge C™-uniformément
sur K. O
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1.2 Unicité du champ de Szekeres

Théoréme 1.5 (Lemme de Kopell). Soient f et g deuz difféomorphismes de
[a,b] qui commutent, de classe C* et C' respectivement. Si f n'a pas de point
fize dans la,b| et si g en a au moins un, alors g = 1d.

Démonstration. Notre référence pour cette preuve est le livre de Navas [Nal. Soit
¢ € |a,b[ un point fixe de g. Quitte & remplacer f par f~!, on peut supposer
que f(z) < x pour tout x € |a,b[. Comme [ et g commutent, g¥ o f™ = f™ o gP
pour tous n, p € N, donc :

g(f"(c)) = f"(c) et
DgP?o f" x Df" = Df" ogP x DgP.

D’apres la premiere égalité, (f™(c))nen forme une suite de points fixes de g
qui s’accumule sur a, donc comme Dg est continue, Dg(a) = 1. On réécrit la
deuxieme égalité sous la forme :
Df"(x)
DgP(x) = ———=<Dg?(f"(x)) pour tout = € [a,b]. (1.9)
DF () !
Soit x un point du segment [f(c), ¢] qui est stable par g. La suite (¢g?(z))pen C
[f(e), c] est monotone. On la suppose croissante pour fixer les idées. Les inter-
valles | f7(x), f7 o gP(x)[ C |f7H1(e), fi(c)[, j € N, sont disjoints et inclus dans
[a, c], donc

s (57tin )|

n—1
<> |logDf o fi(x) —log Df o f* o g* ()]
=0

n—1
Y logDfo fi(x) —log Df o f' o g”(x)
=0

n—1

Flog”(x)
> / DlogDf

= [re@

g/‘|Dlong| —.C

En faisant tendre n vers U'infini dans (1.9), comme Dg? est continue et vaut 1
en a, on obtient :

e~Y < |DgP(z)] < e pour tout x € [f(c),c], peN. (1.10)

Ceci implique que g vaut I'identité sur [f(c), c]. En effet, supposons par I'absurde
que z € [f(c), c] soit déplacé par g — disons g(z) > z. Alors (gP(z))pen est une
suite strictement croissante dans [f(c), ¢], et la longueur des intervalles disjoints
]gP(x), g" T (x)[ tend nécessairement vers 0. Mais d’apres (1.10), cette longueur
est minorée par e~%|g(z) — x|, ce qui constitue une contradiction.

Ainsi, g vaut I'identité sur [f(c), ¢], et comme g commute avec f, c’est I'iden-
tité sur [a, b tout entier. O
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Pour tout f € D"([a,b]), 1 < r < oo, et tout 1 < k < r, on note Z]’f le
centralisateur de f dans D*([a, b]) :

Zf={geD"(a,b); gof = fog}.

Corollaire 1.6. Soit f € D"([a,b]), r > 2, sans point fize dans |a,b[. Il existe
un unique champ de vecteurs de classe C' sur [a,b[ dont f soit le flot au temps
1. Le centralisateur Z} est réduit au flot de ce champ de vecteurs et est donc
un groupe & un paramétre de difféomorphismes C*.

Ce corollaire montre en particulier que f admet un unique champ de Sze-
keres.

Démonstration. Soit v un champ de Szekeres de f (cf. théoreme 1.1). 11 suffit
de vérifier que tout g € Z} appartient au flot {f'};er de v. Soit ¢ € Ja,b[ et
t € R tel que fi(c) = g(c). Un tel ¢ existe et est unique, v étant partout non nul
sur Ja, b|. Le difféomorphisme f~* o g de [a, b[ est de classe C!, commute avec f
et fixe ¢ € ]a, b[. C’est donc I'identité d’apreés le lemme de Kopell 1.5. O

On peut démontrer un énoncé similaire pour les germes de difféomorphismes
de R4 en 0, tout germe se prolongeant en difféomorphisme de Ry tout entier.
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Chapitre 2

Centralisateur C", r > 2

... des fois, la pire des choses qui peut arriver
aux questions, c’est la réponse.

Romain Gary
L’angoisse du roi Salomon

Dans ce chapitre, on se place sur [a,b] = R4, et on s’intéresse aux centrali-
sateurs C", r > 2, d’un difféomorphisme (C*°-)lisse f fixant seulement l'origine.
D’apres le corollaire 1.6, un tel difféomorphisme posséde un unique champ de
Szekeres vy, i.e un champ de vecteurs de classe C! sur Ry et C> sur R* dont le
flot au temps 1 coincide avec f. De plus, le centralisateur C! de f se réduit aux
éléments du flot de v¢. L’étude des centralisateurs C", r > 2, s’avere plus subtile.
On peut certes faire deux remarques élémentaires : d’une part, Z% décroit quand
r augmente, donc Z; C Z} pour tout r > 1, et d’autre part, Z} contient tous
les itérés de f et de son inverse. Mais on ne peut rien dire de plus en général.
En effet, les deux cas limites permis par les inclusions :

Z={f"',neZy c Z; C Z}=R

peuvent se produire. Si le champ de Szekeres de f est lisse, alors zZ7 = Z} pour
tout r. D’apres un résultat de Takens [Ta], ¢’est notamment le cas si f n’est pas
infiniment tangent a l'identité en 0. Pour les difféomorphismes infiniment tan-
gents & I'identité en 0, Sergeraert [Se, §3] a aussi donné un critére de régularité :
si f n’oscille pas trop autour de 'identité au sens ou

A r—1
sup (y—f(y))zO((a:—f(x)) ) pour un/\>T7

O<y<Lz

alors Z% = Z}. Mais dans le méme article, il construit un difféomorphisme f
dont le centralisateur C? est strictement contenu dans Z}, et on vérifie dans la
section 2.4 que Z? est en fait réduit au groupe engendré par f. Le premier but de

29
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ce chapitre est de montrer qu’il existe des exemples intermédiaires témoignant
de phénomenes plus complexes :

Théoréme 2.1. [l existe un difféomorphisme lisse f de Ry fixant seulement
lorigine, dont le centralisateur C™, 2 < r < 00, est un sous-groupe propre, dense
et non dénombrable du groupe a un parametre Z}.

Ce théoreme découle de la proposition suivante, démontrée dans la section
2.1%, en prenant pour f le flot au temps 1 du champ de vecteurs v qu’elle fournit :

Proposition 2.2. Il existe un champ de vecteurs v complet Ct sur Ry et ne
s’annulant qu’en 0 dont le flot f' au temps t n’est pas C*> en 0 pour t = 1/2
mais est lisse sur Ry pour tout t € Z@ Y 4 7Z, o K C R est un ensemble
de Cantor.

Il est alors naturel de se demander si les difféomorphismes f de R, fixant
seulement l'origine dont le centralisateur Z%, r > 2, n’est ni le groupe a un
parametre Z} >~ R, ni le groupe discret des itérés {f™,n € Z} = Z, sont
des phénomenes isolés ou non. Notons tout d’abord que d’apres les travaux
de Takens [Tal], ce phénomene se limite au sous-ensemble S C D> (R.) des
difféomorphismes infiniment tangents a 'identité en 0. A notre connaissance, il
n’y a pas de topologie sur S qui soit vraiment adaptée a ce probleme. En parti-
culier, la restriction a S de la topologie de la convergence C*° sur les compacts
de R est extrémement grossiere : étant donnés deux difféomorphismes contrac-
tants f,g € S on construit facilement une suite de difféomorphismes f; € S qui
convergent vers f en topologie C* et dont les germes en 0 sont tous égaux a ceux
de g. En d’autres termes, la topologie C* ne voit pas le germe en 0, alors que
c’est précisément ce germe qui détermine la régularité du champ de Szekeres,
et donc la nature des centralisateurs Z" pour r > 2. Néanmoins, méme si on
ne peut pas parler de généricité, le résultat suivant montre que le phénomene
illustré dans le théoreme 2.1 n’est pas rare, au sens ou tout difféomorphisme
de R, fixant seulement 'origine, appartenant a un flot lisse et satisfaisant une
certaine condition d’oscillation peut étre approché (en un sens précisé dans
Iénoncé) par des difféomorphismes f dont les centralisateurs Z/Z sont comme
dans le théoreme 2.1 :

Théoréme 2.3. Soit fo un difféomorphisme lisse et contractant de Ry (i.e.
f(x) < x pour tout x > 0) ayant un champ de Szekeres lisse Ct-borné et satis-
faisant la condition d’oscillation suivante :

: log(z — fol@)) | _
fim sup <Oilj§r log(y — fo(y)) ) -

Alors, pour tout k > 0 et tout € > 0, il existe un difféomorphisme lisse f de R4
proche de fo au sens ot

|Dm(f — fo)(x)| < €‘Dm(f0 = Id)(x)‘ pour tout m < k et tout x € Ry,

11a section 2.1 reprend essentiel de Particle [Ey] & paraitre dans Commentarii Mathematici
Helvitici.
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et dont le centralisateur Z3° est un sous-groupe propre, dense et non-dénombrable
de Z},

La preuve de ce théoréeme est tres similaire a celle du théoreme 2.1, avec
quelques détails techniques supplémentaires. Pour plus de lisibilité, on ne donne
ici que la preuve du théoréme 2.1, et on renvoie le lecteur & [Ey] pour la preuve
de 2.3.

Une autre question intéressante concerne la nature arithmétique des éléments
d’un centralisateur Z} qui differe de Z}. Autrement dit, soit &/ I’ensemble des
7 € R pour lesquels il existe un champ de vecteurs v de classe C! sur R, non
nul en dehors de 0, dont le flot est lisse aux temps 1 et 7 mais pas C? pour
d’autres temps ; que peut-on dire de &7 ? Grace & 1'exemple de Sergeraert [Se,
§4] (cf. proposition 2.13), on voit facilement que o/ contient tous les rationnels.
En améliorant la preuve de la proposition 2.2, on montre dans la section 2.3 que
& est résiduel. En revanche, les éléments de 7 fournis par la construction de la
section 2.1 sont tous des nombres de Liouville (cf. section 2.2). Deux questions
subsistent encore :

o contient-il tous les nombres de Liouville ?
' contient-il un nombre diophantien ?

La formulation des questions n’est pas anodine. La treés bonne approxima-
tion des temps 7 € K par des rationnels est essentielle dans la construction
de la section 2.1, et on peut penser qu’a l'inverse, des techniques similaires a
celles de I’étude des difféomorphismes du cercle (cf. [He], [Yo]) permettraient de
montrer qu'un champ dont les temps 1 et 7 sont lisses pour un 7 diophantien
est forcément lisse.

2.1 Exemples de centralisateurs exotiques

Cette section présente la démonstration de la proposition 2.2.

2.1.1 Principe de la construction

Cette démonstration combine la stratégie de Sergeraert dans [Se] et la mé-
thode d’approximation par conjugaison introduite par Anosov et Katok dans
[A-K] et développée ensuite par de nombreux auteurs (voir larticle [F-K] et les
références qui y sont données). Sergeraert explique comment perturber un champ
de vecteurs lisse (spécifique) pour rendre son temps 1/2 irrégulier, en préservant
la régularité du temps 1. La méthode de déformation par conjugaison permet
quant & elle de préserver la régularité d’autres temps du flot, en particulier de
temps irrationnels. Dans cette section, on décrit rapidement la construction de
Sergeraert, dans un langage un peu différent du sien, puis on explique comment
la généraliser grace & des méthodes de type Anosov—-Katok.
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Construction de Sergeraert

La construction exposée ici en termes de déformations par conjugaison est
bien celle de Sergeraert, méme si les conjugaisons n’apparaissent pas explicite-
ment dans [Se]. On commence avec un champ de vecteurs lisse particulier v
(dont la définition précise est donnée au paragraphe 2.1.2) et on construit le
champ v voulu (i.e un champ dont le flot est lisse au temps 1 et pas C2 au
temps 1/2) comme limite d’une suite de déformations vy, chaque vy, étant le
tiré-en-arriere hivg de vy par un difféomorphisme lisse hj, de Ry. Le flot ff
de vy est alors relié au flot f§ de vy par ff = h,:l o ft o hg. Il s’agit donc de
construire les conjugaisons hy de sorte que fl converge en topologie C*° mais
que f,i/ % ne converge qu’en topologie C'. Pour cela, I’allure du champ initial est
déterminante : il ne s’annule qu’en 0, est négatif ailleurs, et son graphe a ’allure
d’un paysage sous-marin formé d’une alternance de fosses Lj et de plateaux
Hj, dont les altitudes respectives —vy et —uy (mesurées depuis la surface, de
sorte que 0 < ug < vg), tendent vers 0 quand k tend vers +oo, mais oscillent
violemment au sens ol les quotients vy /uy tendent vers 'infini.

Hk+2 Lk+1 Hk+1 Lk Hk

Uk
m o .

Il découle de ce comportement que si un élément f¢ du flot envoie un segment
S C Hy dans la région Ly pour un k assez grand, alors sa restriction a S est
une application affine de grande pente vy, /u.

Les conjugaisons hj sont définies inductivement. On construit a I’étape k un
difféomorphisme gy, et on définit hy = gi o hx—1 et vy = hjvo = hj_ g}, si
bien que les flots de vy et vp_1 sont donnés respectivement par

fe="hilio (gt o fgoge) ohuoy et

—1 ,
fror =hity o foohy.

Il faut construire gi de sorte que g,;l o ftogr — fd soit trés petit en norme
C* (disons borné par 27%) mais que g,;l ) fol/2 ogr — f&ﬂ soit grand en norme
C2. Pour cela, I'idée est de prendre un g; qui coincide avec l'identité pres de 0,
commute avec f en dehors d'un intervalle fondamental S, C Ly de fg/ 2, est

. k . . 1/2
petit en norme C” sur cet intervalle, mais ne commute pas avec f,’".

Plus précisément, on fait en sorte que gk_1 o fé/Z ogk — fé/Q soit « de 'ordre
de » gx —Id. Soit Ji C L un intervalle fondamental de f& contenant S. Comme
gr commute avec f} en dehors de Jj, et vaut I'identité pres de 0, g vaut I'identité
sur [0, min Ji|, et, pour tout p > 1, si Ji désigne le segment f;*(Jx),

gkl =fo P o(gk | a) o f5-

Or si p est tel que J; C Hy, on a vu que la restriction de f' & J! était une
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01/2 (% fo

Vg

application affine de la forme
Vg
relJ)— — x+c,
Uk
ou ¢, désigne une constante réelle. Mais alors

-1
(e v _ o
(31 0) @ = (2) o) (L ova) - 22,

Donc pour tout m > 1,

D" (g~ 14) | 3p) (&) = (”—’“)M D™ (g1 —1d) | 1,) (Z—Z z+ ck> .

Uk

fo

. —

Ik
Ainsi, (g — Id) est petit en norme C! sur R, tout entier, mais les dérivées
supérieures sont grandes par endroits (dans la zone Hy), et de méme pour g, Lo

12, gk — 12 On vérifie alors que la superposition hj des perturbations g
0 0
produit l'effet souhaité sur les temps 1 et 1/2 du flot de vy.
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Combinaison avec les méthodes d’Anosov—Katok

On part du méme champ de vecteurs vy, et on définit la aussi v comme
limite de déformations vy, chaque v, étant le tiré en arriere hj1ry de vy par un
difféomorphisme lisse hj, de Ri. La encore, le flot ff de v est relié au flot de
v par ff = h,;l o ft o hi. Mais cette fois, on construit les hy de sorte que les
difféomorphismes f{ convergent en topologie C* pour un ensemble dense de ¢,
et seulement en topologie C' pour le temps t = 1/2. Pour cela, on construit

inductivement les difféomorphismes g = hg o h,;_ll de sorte qu’a ’étape k,
gr commute avec f&/ % pour un certain entier g, en dehors d’un intervalle

fondamental Sy de fé /20 gitué dans la région L, , pour un entier ny, mais pas
avec (} /245 On impose de plus que la norme C* de g — Id soit suffisamment

petite sur Sy pour que les normes C* des applications

_ _ _ 1
g ofoogn—f5 et hplofiohy—hiliofiohk 1, teq—kZﬂ[Oyl],

soient strictement inférieures & 27F, et on note I; un voisinage compact de
iZﬁ]O,l[ tel que l'inégalité large soit vérifiée pour tout ¢t € Ij. Pour un
choix convenable de g et ng, on peut faire en sorte que 'intersection des com-
pacts I soit un ensemble de Cantor K constitué de temps ¢ pour lesquels les
difféomorphismes h,;l o fohy, k> 1, convergent en topologie C*. Il faut pour
cela choisir a chaque étape g assez grand pour que ikZ rencontre chaque com-
posante connexe de I;_1 en au moins deux points. L’irrégularité de la limite des

fkll/ % s’obtient exactement comme dans la construction de Sergeraert.

2.1.2 Le champ de vecteurs initial

On part du champ de vecteurs défini par Sergeraert dans [Se]. Pour le définir,
on utilise deux fonctions «, 3: R — [0, 1] satisfaisant les conditions suivantes :

— a(z) vaut 0 pour < 1/6 et 1 pour z > 1/3;

— fB(x) vaut 0 pour z < 1/6 ou > 5/6, et 1 pour 1/3 < < 2/3;

1 ; 1

ol=
=
195 e
olo

1 0

o
o=
ol

—nt

En posant u,, =2 et v, = 2_"2, on définit vy par

vo(2) = —tng1 — (Un — Ung1) (2" — 1) — (v, — uy) B2" T2 — 1)

pour z € 27771 27", 1(0) =0 et wvp(z)=—1 pour x> 1.

On vérifie facilement que v est lisse sur R, borné (donc complet), infiniment
plat en 0 et C'-borné — avec 1 < ||vg||1 < +o0o. On note {ff,t € R} son flot,
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g-n—1 9-n
Il
Un 41 H [)

Un

e — >

o

et on fixe deux orbites {a;,l € Z} et {b,l € Z} de fo = f3, avec ag = 1,
by = 0_1/2(a0), a; = fo(ai—1) et by = fo(bi—1) pour tout I € Z. Comme v est
constant égal & —v,, sur le tiers central de [27"~1,27"] c’est-a-dire [27""1 +
27n=1/3,27" — 2713 et & —u,, sur [27" —27"71/6,27" 4+ 27" /6], un calcul
rapide de temps de parcours a vitesse constante montre que pour tout n > 4, il
existe des entiers i(n) et j(n) tels que

1 1
27" — 62_"_1 < Gitny+2 < Ainy—2 < 27" + 62_"

1 1
and 27’”71 + 3277171 < aj(n)+2 < Clj(n),g < 27" — 3277171.

Ainsi vg vaut —vy, sur [a;(,)42, @jn)—2], donc f§ induit sur [a;m)41, @j(n)—1] la
translation de —tv, pour 0 < ¢ < 1. De méme, au voisinage de a;(y), 1§ induit
la translation de —tu,,.

2.1.3 Processus de déformation

On veut maintenant construire une suite hj de difféomorphismes lisses de
R tels que les champs de vecteurs v, = h}v convergent en topologie C! vers le
champ v de la proposition 2.2. Conformément au schéma classique du procédé
de déformation par conjugaison, hy est obtenu comme composé

hit =grogr—10---0g1

de difféomorphismes g fabriqués inductivement (ici a partir d’une fonction ~
fixée et de deux parametres d’ajustement gi et ny), de sorte que (cf. section
2.1.1) g; ' o fhogn — fl t € éZ N [0, 1], soit « négligeable » par rapport a
g; ' o f& /24 gk — f& /2 On donne maintenant les détails de la construction des
k-

Al
[

S

ol A
g~
=

Soit v: R — [0, 1] une fonction lisse & support dans [—1/4,1/4], satisfaisant
7(t) = 1 — cost au voisinage de 0, disons sur [—1/20,1/20], et ||y[|; < 1. Pour
des entiers ¢ et n, on note w, = 27" et Yo + Ry — [0,1] la fonction lisse
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définie par
Vg (T) = wnv(i (z — aj(n))) pour tout x € Ry. (2.1)
Un

La fonction g, est a support dans Sy, = {aj(n) — Z—’(;, ajn) + Z—Z}, qui est un

intervalle fondamental de fol/2q car il est inclus dans [a(,)41, @j(n)—1] ol le flot
/5 de vg au temps 0 < s < 1 coincide avec la translation de —sw,,. De plus, pour
tout x € R,

Dygn(z) = wan'Y(Uin(x - aj(")))

Un

Wnq Wnq
Il = (a2 ) s < e (22 )

et donc

n n

En particulier, en prenant n assez grand par rapport a ¢, on peut rendre la
norme C! de ,,,, arbitrairement petite.

On note J, ,, l'intervalle fondamental {aj(n) — 5%, Gj(n) + g—’ql} de f(}/q. On
définit g4,: Ry — Ry comme l'unique application satisfaisant les propriétés
suivantes :

~ Ggn(T) = 2 Pour T < a;m) — ;—Z ;

— ggn(z) =2+ ygn(x) pour z € Jyp;

~ gq,n CcOmmute avec fé /% en dehors de Jg.n, et donc

9qn = fo_p/q o(Id “"’Yq,n) ° 5/(1 sur fo_p/q (Jq,n) , p=>0. (2.2)

En particulier, g, fixe tous les segments fo_p/q (Jgn), P € Z. On donne mainte-
nant quelques propriétés remarquables de g4, concernant notamment son sup-
port et sa dérivée, qui nous serviront tout au long de la preuve de la proposition
2.2.

Quelques propriétés de g,

Pour 0 < p <gq, f(;p/q et é)/q colncident avec les translations de %vn et —%vn

sur Jg p, et fo_p/q(J%n) respectivement, donc (2.2) se simplifie en :

9gn =Id+v4n 0 <Id—§vn> sur f(;p/q (Jgn), 0<p<q. (2.3)

En particulier, g4, vaut I'identité sur

g—1

Un Un Un
N, ., = o4 (2p+ )2 | D) 2.4
. pL_JO(aJ<,>+<p+ 2+ |- 2]) (2.4

et a fortiori sur tous les f(;p/q(qu), p > 0. Cest trivialement vrai pour les
p < 0 puisque g4, vaut l'identité sur [0, a;(,) — vn/4q].
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gq,n—1d
\5/\/\ A -t A A
L 1
aj(n) ajn)+5 ajm+(1=%)vn  ajmy—1
Jan
- R ~
Non™

Notons de plus que comme vy est constant égal & —1 sur [1,4o0], fgl/q
coincide avec la translation de 1/¢ sur [1,4o0[, donc g4, commute & la trans-
lation de 1/q sur cet intervalle. En particulier, quels que soient ¢ et n, gqn
commute & la translation de 1 sur [1, +o00[. De plus,

f(;j(n) 0 Ggm © fg(”) (ao)
= f(;J(n) (gq,n(aj(n))) — f(;J(n) (aj(n)) =ag =1,

donc [1, 4+00] est stable par gq .

ggnlag =1) =

En dérivant (2.2), on obtient

Dfy/t

Dggyn = —F——
ng/q ©9g,n

X (1 + Dygn 0 g/q) sur f(;p/q (Jgn), p>0, (2.5)

donc gqn est un difffomorphisme si ||yg,n|l1 < 1. On peut en fait simplifier
Pexpression (2.5). Le champ vy étant invariant par les difféomorphismes de son
flot, pour tout t € R,

¢
Dft = VO: fo sur RY}
0
donc
Df(l))/q _ Voofg/q % Y0 © 9q,n

DR ogn W mo i ogem

Mais pour z € f(;p/q (Jan),
voo f}/(@) = v o f/" 0 ggn(w) = —vn

donc

V0 © Ggn _
Dggn = 01/75% X (1 + Dy 0 g/q) sur f, iz (Jgn), p>0. (2.6)

Le lemme suivant sera utile dans la preuve du lemme 2.7 pour prouver que
le flot limite issu de notre construction n’est pas lisse au temps 1/2 :
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Lemme 2.4. Soient (qx)k>1 €t (ng)rk>1 deux familles d’entiers positifs, avec gy
impair et wy, qru,t < 1 pour tout k (de sorte que ||vg, n.ll, < 1). Alors pour

k

tout k > 1, l’expression

hiy =grogr—10---0g1, 0l G = gg.n;

définit un difféomorphisme lisse de Ry qui commute avec la translation de lon-
gueur 1 sur [1,400[ et a le comportement suivant sur les orbites {a;, | € Z} et
{bi, 1 €Z} de fy :
1. hy coincide avec l'identité au voisinage de by pour tout l € Z;
2. hy est tangent a Uidentité sur {a;, | € Z} — i.e hx(a;) = a; et Dhg(a;) =1
pour tout l € Z;
3. (Lhy — Lhg—1)(a;) vaut Wk sil < j(ng) et 0 sinon.

vnk|l’0(al)|

Démonstration. Soit k > 1. Comme |7, n,|; <1 pour tout [ <k, (2.6) montre
que g; est un difféfomorphisme lisse de R, qui commute avec la translation de
1 sur [1,4o00[ et préserve cet intervalle d’apres les « propriétés remarquables »
des gq4,n. C’est donc aussi le cas de hy =gro---0g.

Pour démontrer le point 1, il suffit de prouver que pour tous k et I, gi

vaut 'identité pres de b;. Pour cela il suffit, d’apres (2.4), de vérifier que b, €
Int Ng, », pour un ly € Z. Mais gj est impair — disons g = 253 + 1 — donc

—1/2 1 Un,
b](nk) = fO / (a](nk)) = Qj(ny) + Evnk = Qj(ny) + (2Sk + ]_)2

q;" € Nypony-

D’autre part, comme v(0) = Dv(0) = 0, v(ajn,)) = Dv(ajmn,)) = 0
d’apres (2.1), et Pexpression de gy sur Ji = Jy, », implique alors que gy est tan-
gent a lidentité en a(,, ). C’est donc aussi le cas en tout point f(;p/q"’ (a;(ng)),p >
0, par définition de gx (cf. (2.2)), donc en particulier en tout a;, I < j(ng), et
c’est évidemment vrai en tout a;, I > j(ng) vu que gr = Id au voisinage de
[0, a(n)+1] = [0, @j(n,) — Un,]. Ceci démontre le point 2.

En appliquant & présent la regle de dérivation (1) & hy = gg o hg—1, on
obtient :
Lhy = Lgrohig—1 X Dhy_1 + Lhg_1.

Pour! € Z, on sait maintenant d’apres le point 2 que hi_1(a;) = a; et Dhy—1(a;) =
1, donc
(Lhk - Lhkfl)(al) = Lgk(al).

Sil > j(nk), Lgk(a;) = 0 puisque gj, vaut l'identité au voisinage de [0, a’j(nk)+1]'
Supposons & présent que I < j(ng). Notons p = j(ng) — I > 0. D’apres (2.2), au
voisinage de a;, g est donné par :

gr = fo P o (Id+k) o fF.

Ecrivons également

Id= fyPoldofy,
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et appliquons la formule (1) & ces deux égalités. On obtient :

Lgi = Lgr — LId = Lfy" o (Id+7) o f§ x D (Id4+i) o f§ x DfE
+ L(Id +vk) o f§ x Dff — Lfy "o f§ x Dfg,

qui donne, en a; = fo_p(aj(nk))a

Lar(ar) = Lfy " (ajtny) +1(@(ny))) X (1 + Dyr(ajen,))) x DfE(ar)
— Lfy P (ajny)) X Df§(ar) + LOd +71)(a(n,)) X DfE (ar).

Comme Vi (aj(n,)) = Dyr(ajmn,)) = 0, les deux premiers termes se compensent.
Finalement, en appliquant la relation d’invariance vg o f§ = DfY x vy en a; et
en notant que D?y(0) = D?(1 — cos)(0) = 1, on obtient

VO(aj(nk)) wnqu Ung
L = L(Id i(n - '
gr(ar) (Id +7)(@(ny)) X vo(ar) vz o (ar)|

O

On pose hg = Id, Iy = [0,1] et, comme dans le lemme 2.4, on abrége gq, n,
par gk}? ’qu,,nk pa’r ’Yk Et qu,nk pa’r Jk'

Lemme 2.5. I existe des suites croissantes d’entiers positifs qp et ng pour
lesquelles les difféomorphismes hy = gx o --- 0 g1, les champs de vecteurs vy =
hivo et leurs flots fi satisfont les estimations suivantes pour tout k > 1 :

v = v ||, <275, (ir)

||f,€ — f,’;fluk <27F  pour tout te I, U {1}, (iig)

ou I, C Ip—1 désigne un compact constitué de ok segments disjoints d’intérieur
non vide, deux dans chaque composante de Ij_1.

Démonstration. Soit k > 1 et supposons qu’on a déja choisi ¢; et n; pour 1 <
I < k-1 (avec wnlvalql < 1 pour que les g; soit des difféomorphismes) de
sorte que les estimations (i;) et (ii;) soient satisfaites. En particulier, hy_; est
un difféomorphisme lisse de Ry qui commute & la translation de 1 sur [1,4o00[
d’apres le lemme 2.4. Sa différentielle est donc minorée sur Ry et ||hg—1], < co.
Prenons un entier impair g > qrx—1 tel que qikZ rencontre 'intérieur de chaque
composante connexe de I;_; en au moins deux points. On choisit alors n; >
nk—1 tel que

27 k=4(inf | Dhy_1|)?

[volly [1Pa—1ll,

Y[y < (2.7)

i.e.

Wy, _ 275 (inf |Dhy_1])? ¢ * 7"

ot T Yl volly [Pkl

3
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ce qui est possible car

W sy
Un

Notons que l'inégalité (2.7) entraine clairement ||vx|; < 1 donc gi est un
difféomorphisme d’apres (2.5).

Pour prouver (i), on pose
M = gpvo — Vo de sorte que v — vg—1 = hj_q1Mk.

Comme fonction, ny s’écrit

_ Vo © gk
Dgy

D’apres (2.6), sur chaque fo_p/qk(Jk), p >0, on a donc

1
me=v | ————— 1], (2.8)
<1+D7kofé’/q"’ )

et ni = 0 sur [0, min Ji]. Comme |vp| < 1 sur Ry, le choix de ny (2.7) entraine
alors :

1Dkl
Mellg < — 2= < 2|1l (2.9)
H HO 1— ||D’Yk||0 | 1
et
" Mk © P 2 [lvlly -
— v 4l =1h = <2 R;.
Wie = vi—al = IPioamel = | =5 ==1 < TF DR 1 = Sur R+
En dérivant (2.8), on obtient
1 D2 p/ak o ) P/
Dy, = D | —————— — 1| +v 10 Jo x/fo
1—|—D’ykoféj K (1—|—D’ykofé) q"")2
1 D2 P/ K
= Dy | —————— 1] + (w0 f}'™) Tk fo —
1—|—D’ykoféj aw (1+D7kof(§) q"")Q

en appliquant la relation d’invariance vg o f§ = Df{ x vy & t = p/qx. Le choix
de ny (2.7) garantit alors :

[Dnello < 2 |volly [1velly + 4 el - (2.10)
Or
N D?hy,_
|D(vy, — vg—1)| = |D(hk717lk)| = |Dng o hg—1 — m Mk © hy—1
|hr—1ll,

<||D —
= || nkHO + (inf|th,1|)2 anHO
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donc d’apres (2.9), (2.10) et le choix de ny (2.7),

11l

D —vp_1)| <2 4 2 —
D@k = )| < 2ol el + 4l + 2 el g2

< 2—k—3 + 2—k—2 + 2—k—3 — 2—k—1
et I'estimation (ix) est satisfaite.

On démontre maintenant (iix). On note o, le flot de givo, de sorte que

t . —1 t
Ok = Yy, o fo © gk-

Comme
v, = hivo = hi_195v0 et Vg—1 = hj_qvo,
les flots de v et v,_1 sont donnés par
fh=htiootohi_1 et fi_y=hi' ofbohi 1.

PP 1/
Par définition, gr = gg,,n, commute avec fo/q" en dehors de J, = Jg, n,. Par

conséquent, g commute avec tout itéré ff / % p > 1, en dehors de 'intervalle

p—1

q=0

Ainsi, O'Z/ % coincide avec f§ /% o dehors de cet intervalle. En particulier, pour

0 < p < g, comme f§ coincide avec la translation de —sv,, sur [aj(nk) —

Uny,s Gj(ny) + Un,,] POUr tout 0 < s <1, az/q"" coincide avec fé)/q"’ en dehors de
Un Uny,
My = |a; — £ a; Up, — —2| .
K { i) g, Gilm) T U T g

D’autre part, pour x € Ji,
1 - 1/ax
o/ " (@) = ggt o fo! ™ o gi(@)
_ Uny,
— i () - 22
4k
=g.! <x +Ye(z) — Un—’“) par définition de g sur Jy
dk
v v
=r— —% 4 () car x +y(r) — —* < min(Suppg; ')

dk dk
= fo/ " (x) + i ().
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o Van o 1/qx 1 1
Ainsi, comme Uk/q"' coincide avec f, /% en dehors de Tk, ak/q’“ —fo Jax _ Yk sur

R, tout entier. De méme, pour tout 0 < p < gy,
p—1 .
JZ/(I’“ (z) — fg/q"' (x) = E Vi (x — M) pour tout x € Ry, (2.11)
dk
q=0

P/ 4k P/
o " = fo

donc H = |lll,, pour tout m € N.
m

Or, dans la région M;, ou az/q"" et fé)/q"" different pour 0 < p < gy, le difféomor-

phisme hj_; vaut l'identité puisque ng > n; pour tout I < k et

Ung_y

251

Supp hx—1 C U Supp g; C [aj(nk_l) 400

I<k—1

Par conséquent, pour 0 < p < g, les relations

P/ q —1 p/q
fk/ f=hy OUk/ o hg_1

et
Pl = bty o S5 o by
donnent : ) y
gl gpio _ JoRT = S0 s My (2.12)
k k=l 0 en dehors.
Ainsi, pour 0 < p < g et 0 < m < k, le choix de ny (2.7) garantit :
/ / aw /@ / _
o (g = el )| < ok = g = 1wl
< e, <274,
et donc 1
’ fi— f}é_lHk <27%* pour tout te€ —7ZnNIo0,1].
gk
Soit maintenant T} un sous-ensemble de iZﬁI Lk—1 avec exactement deux points

dans chacune des 2~ composantes connexes de I_; (on rappelle que g a été

choisi de sorte que de tels points existent). Les champs vy, et vi_1 étant lisses
sur R, il existe un voisinage compact Iy de Ty dans Ix_; formé de 2* segments
tel que

H (fe = fiz1) loa Hk <27% pour tout te€ I, U{l}. (2.13)

Pour avoir lestimation (iix), il suffit alors de vérifier que pour tout ¢ € [0, 1],
I'application ff — ff_, est l-périodique sur [2,4oc[, ou encore que pour tout
I <k, f} commute & la translation de 1 sur [2, +oo[. C’est bien le cas car

ff:hfloféohlv

h; commute & la translation de 1 sur [1, 400 et f{ coincide avec la translation
de —t sur [2, +o0[. Ceci conclut la preuve de (iix) et donc du lemme 2.5. O
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Proposition 2.6. Pour de tels choix de qi, ny et Iy, les éléments irrationnels
de K =51 Ik sont des nombres de Liouville.

On renvoie a la section 2.2 pour la preuve de cette proposition.

2.1.4 Le champ de vecteurs limite

Lemme 2.7. Les champs de vecteurs vi, k > 1, du lemme 2.5 convergent en
topologie C' sur Ry vers un champ de vecteurs v satisfaisant toutes les propriétés
de la proposition 2.2 avec K = (<4 I.

Démonstration. La convergence C!' des champs de vecteurs vy, découle directe-
ment des estimations (i) du lemme 2.5.

Les flots ff de ces champs de vecteurs convergent donc en topologie C! vers
le flot f* du champ limite v. De plus, l'estimation (iix) du lemme 2.5 montre
que pour tout ¢t € K U{1}, la suite f} converge en fait en topologie C* sur R.
Ainsi, f* est lisse pour tout t € K U {1}, et donc pour tout t € Z® Y., TZ.
Chaque I, étant par construction un compact composé de 2¥ segments, deux
dans chaque composante de Iy_1, 'intersection K = N I est bien un ensemble
de Cantor.

Il ne reste plus qu’a prouver que f/2 n’est pas C2 en 0, ou encore que Lf1/2
n’est pas continue en 0. Pour cela, on calcule Lf1/? aux points bi(n,), | € N. Le
champ v étant invariant par son flot,

vo ft
Dft = / sur RY pour tout ¢ € R,
ce qui entraine
Lt — Dyof"'—Dul
v

En particulier,

Lfl/Q(bi(nl)) _ _Dy(fl/Q(bz(nz))) - Dy(bl(nl)) )

Un,

Or pour tout k,

2 (bigny) = by o f3!% 0 i (bigny))

1/2

=h;tof, (bi(n,)) d’apres le lemme 2.4,

= h,;l 0 (@i(n,)) = Gi(n,) toujours d’apres 2.4,

donc f1/2(b7;(m)) = limy, f;/z(bi(m)) = Qj(n,)- De plus, vx = hjy pour tout k,

donc "
Dvy, = Dvgohy — (vg o hk)D—h];,
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ce qui donne pour k > [, d’apres les points 2 et 3 du lemme 2.4,

k

2
wnmqm
DVk (al(n,)) = Dl/o(ai(m)) — Vo(ai(m))Lhk(ai(m)) = Z T, (214)
m=l MNm
et d’apres le point 1 du méme lemme,
Lhy,
Dyk(bz(nl)) = DVO(bi(nl)) — D—hk(bl(m))l/o(bl(nl)) = 0 — 0 = 0 (215)

Remarque 2.8. Notons pour plus tard que, vy, étant lisse, il existe ¢ € [ai(m), bi(m)]
tel que

D bi n -D c\Wi(n
Vi (Bign)) Vi (@) = D1 (c), de sorte que |D?vi(c)| >

2wmql2
bi(”l) - a’i("l) Up, Un,

La suite v, converge vers v en topologie C! sur Ry donc, en faisant tendre
k vers 'infini dans (2.14) et (2.15), on obtient :

wnmq72n
Dv(ain) =Y et Drlbi)) =0.

m>1 m

Finalement,

2 2
w w
Lfl/z(bi(nl)) _ 2 : nm Im < — ni 4] o [l ::] :
= Un,, Un Up, Un,

f1/2 nest donc pas C? en 0.

2.2 Nature arithmétique des temps réguliers

Dans cette section, on démontre la proposition 2.6, a savoir que les éléments
irrationnels du Cantor K construit dans la preuve de la proposition 2.2 sont
des nombres de Liouville. On rappelle quun nombre de Liouville est un nombre
irrationnel 7 qu’on peut approcher par une suite de rationnels py /gy vérifiant

1
}’7’ _Pe < — pour tout k.
qk q.

Revenons un instant sur le choix des parametres q; et n; dans la preuve du
lemme 2.5. A I’étape k, une fois g fixé, on doit choisir nj, d’autant plus grand
que g est grand d’apres (2.7). Mais plus ny, est grand, plus |||, est grand (cf.
remarque 2.8), et donc plus le voisinage Iy, de iZﬂ]O, 1] satisfaisant

||f1§ - f}i_1||,C <27% pour tout t € I,
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est petit (cf. (2.13)). A Détape suivante, on doit alors choisir qg41 trés grand
pour que chaque composante connexe de I contienne deux éléments de qk1+1 7.
C’est ce phénomene qui va contraindre la nature arithmétique des éléments de
K, qui s’obtiennent comme limites de rationnels py/qx, pr € N. La proposition

2.6 découle du lemme suivant.

Lemme 2.9. Pour tout k impair assez grand, les composantes connexes de Iy
k+3

sont de diameétre inférieur a 1/q;
Démonstration de 2.6 a partir de 2.9. Soit 7 € K. Pour tout k > 1, il existe un
rationnel py /g appartenant & la méme composante connexe de I que 7. Pour
k impair assez grand, le lemme 2.9 entraine alors

o1
Q| gFt?
Autrement dit, 7 est un nombre de Liouville. [l

Démonstration de 2.9. Soit k > 1 impair, pg/qr un élément de I et 0 < ¢t <
1/40qy. tel que {5—:, 5—: + t} C I. On va montrer que pour k assez grand, ceci

entraine nécessairement que ¢t < 1/ 2q’,§+3. Le cas t < 0 étant similaire, le lemme

2.9 en découlera. On pose s =t + pi/qr. On rappelle que o} désigne le flot du
champ g;1p au temps s, de sorte que
oh = gp o f§ 0 gk

Affirmation 1.

g~ e oot = 3 (DMeoai T 07 )
melly Ber
|| <k
On rappelle que IIj; désigne I’ensemble des partitions de {1,--- ,k} et | X]| le
cardinal de I’ensemble fini X.

Démonstration. Sur [ai(nk)ﬂ, ai(nk)_l] (qui est stable par gi), f§ coincide avec
la translation de —su,,. La relation

foogr =grooyg

se réécrit donc
o s
9k — SUn;, = gk © 0.

On lui applique la formule de Faa di Bruno (cf. (2)) :
DF¥g, = Z (D”lgk ooy H DlBUZ> .
welly Benm

En isolant 1'unique partition de {1,---,k} en k blocs de taille 1, on obtient
I’égalité voulue. O
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Pour démontrer le lemme 2.9, on va appliquer cette formule en a;(,,). On
cherche donc a calculer chacun des termes.

Affirmation 2.
Dkgk(ai(nk)) =0.

Démonstration. Par définition de g = gqy n,, (2-2),

Un,y, Un,y,

gk = Id+y,  sur Ji = |ajn,) — 2 Gj(ny) T 2—%

3

et si on note p = j(ng) — i(nk),
g = fo P o(Id+vk) o f& sur fiP(Jx).

Mais sur fo?(Jx) C Hp,, f§ coincide avec une application affine de pente
Un, [Un, . En effet, pour tout « dans cet intervalle,

vo(x) —Up,

Donc fo P(Jx) = [ai(nk) — %,ai(nk) + g;l’:} et sur cet intervalle, pour tout

1> 1,

1-1
D'gy = ij) D'(Id +x) o fF.

ng

En particulier, comme k > 1,

1—k
Un
D¥gi(aifn,)) = (U k) DFyi(ajing))-
ngk
Or
qk
%@0=wm7<;%x—%mwﬁ,
ngk
donc l
Wn, 4 dk
Dl'yk(x) = —l"' k Dly (—(x — aj(nk_))> , (2.16)
vl Uny,

avec 7 = 1 — cos au voisinage de 0. Comme k est impair, D*y(0) = 0 donc
Dk’}/k (aj(nk)) =0et Dkgk(ai(nk)) =0. O

Affirmation 3. Pour tout [ <k,

l
: Wn,, g, qk , Qe
Dlgi(3(asm)) = 2B D1 — cos) (—m e “)(ai(nk)))

ny Uny N

(+1sil=1)
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Démonstration. D’apres lexpression (2.3), comme 0 < pj < g,

g =Id+7, 0 (Id—%q_ipkvnk> sur f(;Hp""/q"" (Jg) -
k

Comme dans la preuve de I'affirmation 2, on pose p = j(nx)—i(ng) et on montre
que sur fo—(;v—l) <f0—1+;mc/(1k (Jk)) _ fo—(P—Pk/qk)(Jk)7

1-1
Dlg = (:W> D' (Id+7k o (Id—iqk qkpk“"k» o fot
ng

1-1
_ (um> D!(1d +y) o f7P/ ™ pour I > 1. (2.17)
Uny,
Comme précédemment, fg_pk/% est affine de pente v, /un, sur fo_(p_pk/qk) (Jk)

et envoie fé)"’/q"" (@i(ny)) SUT @j(p,). Autrement dit,

—pr/ax Un,y, —(p—pr/ax
JEP (@) = 2 (@ = S5 (i) ) +ag(ne) pour tout @ € fy PP I().

ny
Ainsi, sur f(;(pfp’“/q’“)(Jk), (2.16) et (2.17) donnent :
1-1 1
Un, Wn, q dk ./ K
Digufa) = (22) oty (5 (o g/ ()

Uny, U’f’Lk Mk

(2.18)
(+1sil=1).
Vérifions maintenant que

. 1
5 (i) — SO (az(m-,))’ < 35

Nk

afin de remplacer D'y par D'(1—cos) dans I'expression (2.18) pour @ = 0§ (a;(n,)),
et de démontrer ainsi I'affirmation 3. Pour cela, notons que

fO—Pk/(Ik U;Pk/qk (

(aitne)) = 01" 0 Fo ™% 0 gi@y(ny)) = @iny,))

car, par définition, g, fixe tous les points de I'orbite de a;(,, ) par f(}/q’“. 1l s’agit
donc en fait de montrer que

Pk/qxc(

S u'n,
’U}c(ai(nk)) — 0. ()| £ 5=

= 20qx
Pour cela, on rappelle que o} désigne le flot de g;1p au temps u, et que ny a
6té choisi de sorte que |givo — vo] < 27F73|yg| sur Ry (cf. (2.9)). Donc, sur

[ai(nk)—i-l;ai(nk.)—l )
|g121/0| < 2unka

et donc toujours sur cet intervalle,

Dk
g — =
qk

Un,
20qy

|03 () — o7/ (2)| < 2un,

par hypothese sur t = s — pi/qx. O
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Affirmation 4.
—k
ng - f(?”Ic <2 sur [@i(nk)Jrlvai(nk)*l]'
Démonstration. On rappelle que
fii=hiltiofsohe—r et fi=h;' oo} ohe.

Sur [@(n,)+25 Gi(ny)—2] C Hnyy he—1 = Id, et sur [a;(n, )41, Gi(ny)—1], f§ coincide
avec la translation de —su,, , donc sur ce méme intervalle, pour tout [ > 0,

D(fi = fi) = Do} = f5).
Or s € I, donc Hf,j—f,ﬁ_luk<2*k. O

D’apres D'affirmation 4, |[Dof — Dfs| < 27F sur [@i(np)+15 Cing)—1] o0 fo°
est une translation, donc

k
1 1
(Do )F < (1 — 2k> < 2 pour k assez grand.

La formule de I'affirmation 1 calculée en a;,,) donne alors, en utilisant les
affirmations 2 et 3 et en remplacant |D¥(1 — cos)| par |sin|, k étant impair :

Wn,, 4y, . qk e qk B
— o Isin <—(a,§ - fg"/q")(ai(nk) >} <2 Z W H |D! |0k(a1(n,€))|
Uny, Uny, Uy, TEM, Unku’"k Ben
Iml<k
Pour toute partition 7 de {1, -- - , k} en moins de k blocs, au moins un bloc a plus

de deux éléments, donc d’apres laffirmation 4, en se souvenant que Df5 =1
sur [ai(nk)-i-laai(nk.)—l]v

[T 107107 (aign,)| < 27%(1 4+ 27F)F=2 < 27441,
Bem

pour tout 7 € IIj, satisfaisant |7| < k. Finalement,

. dk , s ./ K _ _

sin (207 = 75 o) )| < 27 2
N

Sur [—1/20,1/20], |sinz| > |z|/2 donc

|3 = S5 @iy | < 2754002, g T,

Cette fois-ci on utilise I'inégalité (2.8) dans 'autre sens pour montrer que

% —k— Un
lgivol > (1 —27%72)wo| > Tk SUT [@i(n) 415 Ti(ng)—1]
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donc
/ax o -
ok~ oo 55 24
et
t=|s— % < 2_k+4unkqlz2|nk|.

On voit facilement que [II| = 0(2*") donc
unk|Hk| = O(wnk)
et le choix de ny (2.7) entraine alors

_Pr

_ _9 k—
o <2 k+4wnqu < q .

t:‘s

2.3 Généricité des temps admissibles

On rappelle que o/ désigne I'ensemble des 7 € R pour lesquels il existe un
champ de vecteurs v de classe C! sur R dont le flot est lisse aux temps 1 et 7
mais pas C? pour certains autres temps. L’ensemble o7 est clairement stable par
translations entieres. D’apres Sergeraert [Se, théoréme 4.1] (cf. section 2.4), il
contient tous les rationnels. La proposition 2.2 montre qu’il contient également
des irrationnels (en fait des nombres de Liouville d’apres la section 2.2). On ne
sait malheureusement pas si cet ensemble contient des nombres diophantiens,
ou s’il contient tous les nombres de Liouville, mais on peut montrer qu’il est
tout de méme tres gros :

Proposition 2.10. L’ensemble <7 est résiduel.

La preuve de ce résultat, qui occupe tout le reste de la section, consiste a
améliorer le lemme central 2.5 de la démonstration de la proposition 2.2, en
utilisant encore les techniques d’Anosov—Katok. On répete la construction de la
section 2.1 jusqu’au lemme 2.4 inclus. On remplace alors I’énoncé de 2.5 par :

Lemme 2.11. Il existe deux familles (qx,i)k,ien+ €t (Nki)kien+ €t une suite
décroissante d’ouverts denses U = | |;c. U} CJ0, 1] tels que pour chaque com-

posante connexe U,i"" de Uy avec
U cU*}'C..-c U,
les difféomorphismes
hie = Gnjqu © - O Gnign  OU 0 =g, €0 Q= Gus
les champs de vecteurs vy, = hivy et leurs flots fi satisfont les estimations
vk — ve—||, <27%, (ix)

| £5 - f,’;fluk <27%  pour tout te U U{1}, (iig)
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On remplace alors le lemme 2.7 par :

Lemme 2.12. Soit T € (>, Uk et (ix)ken Uunique suite telle que T € (5, U,i"".
Alors les champs vy, définis dans le lemme 2.11 convergent en topologie C' sur
R4 wvers un champ de vecteurs v dont le flot au temps t est lisse pourt =1 et
7, mais pas C* pour t = 1/2.

La preuve de 2.12 & partir de 2.11 est strictement identique a celle de 2.7
a partir de 2.5. L’intersection des ouverts denses Uy, est résiduelle dans ]0,1[ et
incluse dans o7 d’apres 2.12. La proposition 2.10 en résulte puisque 2 est stable
par translation entiere. Il ne reste plus qu’a démontrer le lemme 2.11.

Démonstration de 2.11. On procede par récurrence sur k. Pour k > 1, soient
(q1,i)ien~ et (nii)ien-, [ < k — 1, des familles d’entiers, et U; = | |,cn. U}, I <
k —1, des ouverts emboités denses dans ]0, 1[ tels que, pour chaque composante
connexe U;" de U, | < k —1, les estimations (i;) et (ii;) soient satisfaites. On va
répéter la construction qui suit pour chaque composante U = U,i’fll c---CcU fl
de Ui_1 pour construire les composantes connexes de U N U. On pose
Pk—1 = Gni_1.q51 © " O Gniqn OW M =N et @ = qu-
Soit ¢1(U) > gg—1 un nombre impair tel que ﬁZ N U a au moins deux
éléments. On choisit n1(U) > ni_1 satisfaisant :
27 F=4(inf | Dhy,_1)?

7ol Fex—1ll,

Ve @m0 () |y < : (2.19)

(cf (2.7)). On montre exactement comme dans la preuve du lemme 2.5 que,
pour hy = Gn,(U),q:(U) © hi—1, le champ v = hj;vp et son flot f1 satisfont les
estimations (i) et (iix) ott U* est remplacé par un voisinage suffisamment petit

de ﬁz NU dans U, qu’on note V1 (U).

Pour tout j > 1, on pose ¢;(U) = ¢1(U) + 24, on choisit n;(U) satisfaisant
(2.19) en remplagant n1(U) et g1 (U) par nj(U) et g;(U), et on définit V;(U) de
la méme facon que V3 (U), en imposant de plus que les V;(U) soient deux a deux
disjoints.

Par construction, 'ouvert V(U) = | ];cy V;(U) est dense dans U = Ut
L’ouvert )

U= || VI C© Ui
i1 EN*
est donc dense dans Uy_1, et donc dans ]0,1[. On note U,i’“, i € N*, les com-
posantes connexes de Uy, qui ne sont autre que les V;(U;* '), ix—1, j € N*. On
définit ny ;, et qxq, par

i, =i (UF) et qra, = qi(UF) st UF =V3(US).

Les estimations vérifiées sur les V;(U) sont exactement les estimations vou-
lues sur les composantes connexes U,* de Uy, pour conclure la récurrence. [
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2.4 Retour sur ’exemple de Sergeraert

On explique ici comment se situe I’exemple de Sergeraert [Se, §4] par rapport
a la section 2.1 et pourquoi dans sa construction, le centralisateur ZJ% est réduit
au groupe des itérés. Observons d’abord que le difféomorphisme qu’il construit
n’est autre que celui obtenu en prenant ¢x = 1 et ny = k dans la construction
de la section 2.1 (et en démarrant au cran kg, pour un ko assez grand). En
effet, pour un tel choix de parametres, wy, qxv, ! |7]l; < 1 donc gr = gg, n,. et
hi = g o---o0g1 sont des difffomorphismes, et on peut définir v, = hj1p et son
flot f} = h; ' o f§ o hy. Les relations (2.11) et (2.12) deviennent alors :

e — fo—1 =

On vérifie facilement que pour ce choix de parametres, ||y |, < 27*~%. La suite
fx converge donc en topologie C* vers

f=rfo+ Z Wy <%(Id —aj(k))) , (2.20)

k> ko

qui est exactement le difféomorphisme construit par Sergeraert dans [Se], & ceci
pres qu’on a choisi la fonction v égale & 1—cos au voisinage de 0 (pour faciliter la
démonstration de la proposition 2.6) alors que Sergeraert 1'a prise égale & 2.2 /2.
En ce sens, notre construction est bien une généralisation de celle de Sergeraert.

Proposition 2.13. Le centralisateur ZJ% est réduit au groupe cyclique infini
engendré par f.

Dans [Se, §4], le théoreme 4.1 affirme seulement que le centralisateur Z? est
strictement inclus dans le centralisateur Z} Néanmoins, tous les éléments de la
démonstration de 2.13 sont déja présents dans 'article de Sergeraert, on ne fait
ici que les expliciter.

Démonstration. Soit v le champ de Szekeres de f (cf. 1.3). D’apres le corollaire
1.6, le centralisateur C' de f coincide avec le flot {f!};er de v. Il s’agit donc de
montrer que pour tout temps ¢ non entier, f* n’est pas C2. Il suffit en fait de le
prouver pour t € ]1/4,3/4|. En effet, 'ensemble des temps non C? étant claire-
ment symétrique par rapport a 0 et stable par translation et division entiere, il
contiendra alors

Ui—l Lo L3 e |ia
on on+1’ 9n on+1 - 4 4’ ’

n>1

donc R\ Z tout entier.

L’expression explicite du champ de Szekeres d’un difféomorphisme en fonc-
tion de ce difféomorphisme (cf. proposition 1.3) et la formule (2.20) définissant
f permettent d’obtenir le résultat suivant.
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Lemme 2.14. Pour touti € N, [ > ko,

Wm

V(ai) = I/O(a/z) et DV(a7(l)) = Z U_.
m>1 m

Soitn>0ﬁxé,t,:%+%ett+:%—%.0npose

& = fot(a), 4= f5 (ai),

ci=f"(ai) et di=f'"(a),
de sorte que
ciy1 = f(ci) et dip1 = f(d;).

En particulier, comme le flot f§ de vy au temps s € [0,1] coincide avec la
translation de —su; sur le plateau Hy,

3 1 1 1
0 0
Gy = @iy — (Z — E) u; et dz(l) = a;0) — (Z + E) uj. (221)

Lemme 2.15. Pourl assez grand,
leiay — Sl < % et |diqy — diy| < %
Preuve du lemme 2.15. Pour tout ¢t € R,
fi(z) —x ~tv(zx) quand x — 0 dapres (3)
donc
ft(ai) —a; f6(ai) — a;

—t et ————— —t quand i — oo.
v(ai) vo(ai)

D’apres le lemme 2.14, ceci entraine
t, N (.
f*(ai) — fi(ai) _
V()(ai)
Comme vg(a;qy) = —uy, le lemme 2.15 en résulte, en prenant ¢t = ¢, ou t_ et
i =i(l) avec [ assez grand. O

Lemme 2.16. Pourl assez grand, pour tout t € [t_,t,],

Duv(a;qy)

Lft(ai(l)) = _T.

Preuve du lemme 2.16. En dérivant la relation v o f* = Df* x v, qui exprime
I'invariance de v par son flot, on obtient

__ Dvo ft—Dv
N v

Lft
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donc

Dv(ft(a;qy) — Dv(a;
Lf'(aiq) = = (e (1)2” (@),

Il s’agit donc de vérifier que Dv est nul sur [f* (a;q)), f*~ (a;0))] = [ciq), i)
pour [ assez grand, ou encore que v = v sur cet intervalle (car vy y est constant
égal & —uy). Pour cela, il suffit de voir que v = gjvr—1 et vy—1 coincident sur
cet intervalle pour tout k, ou encore que gy, y vaut I'identité. D’apres (2.4), cela
revient a vérifier que [c;), d;1y] C UpeZ f8(N1,x) pour tout k, ot Ny = Ny,
avec ¢ = 1 et n = k, c’est-a-dire

Uk 3’Uk
Nl,k = |:aj(k) + Z,aj(k) + T:| .
C’est bien le cas :
0 Ut 0 U s )
[ciys diqry] C |:Ci(l) - di(l) + E} d’apres le lemme 2.15;

3ul uy s .
= [ai(l) — w0 - Z} d’apres (2.21);

_ )=k 3u g,
=fo ™’ ({am—ja%w)—zb

- fé(l)*j(kHl (N1x).

)

O
Les lemmes 2.14 et 2.16 montrent que pour tout t € [i + %; % - %],
t wi
Lf*(ajq)) < ——— — —o0 quand [ — oc.
vug
Ainsi, pour tout ¢ € [ 1;2[ =, cn- [3 + 253 — 2], ! n'est pas C. O
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Chapitre 3

Chemins de
difféomorphismes
commutant

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréeme 3.1. Toute représentation de Z? dans D ([0, 1]) peut étre reliée a
la représentation triviale par un chemin continu de représentations de 72 dans
D([0,1]).

Notons qu'une représentation Z? — D’ ([0,1]) n'est rien d’autre que la
donnée de deux difféomorphismes f, g € D7 ([0,1]) qui commutent.

3.1 Composantes rationnelles et irrationnelles

Définition 3.2. Soient f,g € D°([0, 1]) deux difféomorphismes qui commutent
et F' C [0, 1] 'ensemble de leurs points fixes communs. Une composante connexe
Ja,b[ de Touvert U = [0,1] \ F est dite rationnelle ou irrationnelle selon qu'’il
existe ou non des entiers p,q € Z premiers entre eux tels que fP coincide avec
g9 sur ]a, bl.

Par exemple, une composante ]a,b] sur laquelle f ou g induit I'identité est
rationnelle car 0 et 1 sont premiers entre eux.

Lemme 3.3. Soient f,g € D([0,1]) deux difféomorphismes qui commutent,
F l’ensemble de leurs points fizes communs et |a, b[ une composante conneze de
U=10,1]\F.

0. Si f|ap) n'est pas Videntité, f n’a aucun point fixe dans ]a, b] et définit deux

la,b] ]a,b]
!

champs de Szekeres, v;"" sur [a,b[ et v;"" sur]a,b].

%)
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1. Si la composante ]a,b| est rationnelle, il existe un difféomorphisme h €
D ([a,b]) et des entiers p,q € Z premiers entre eux tels que f |45 = h? et
9| ja,p) = hP. De plus, si f |45 n'est pas lidentité, h | g coincide avec le

la,b] ]a,b]
f fo-

flot au temps 1/q de chacun des champs de Szekeres v et v

2. Sila composante |a,b| est irrationnelle, il existe un champ de vecteurs V}a’b]

de classe C* sur [a,b] dont f | [a,b] €st le flot au temps 1 et g | qp le flot @
un temps T € R\ Q.

Démonstration. Si f fixe un point ¢ € |a, b, la suite g"(c), n € Z, reste dans
Ja, b[, est formée de points fixes de f (car f et g commutent) et tend donc en
+00 et en —oo vers des points de F, a savoir (quitte & remplacer g par g—!)
vers a en +o0o et vers b en —oo. Par suite, g n’a aucun point fixe dans ]a, b[ et le
lemme de Kopell (cf. théoréme 1.5) affirme que f est 'identité sur [a, b]. Ainsi,
si f n’est pas I'identité sur ]a,b[, elle n’y a aucun point fixe et les champs de
la,b] Ja,b] PSRN .
vecteurs v et v sont ceux associés a f par le corollaire 1.4.

Si la composante |a, b[ est rationnelle, il existe des entiers p,q € Z premiers
entre eux tels que fP coincide avec g7 sur [a, b]. En posant alors h = (f*g") | (.5
ot pr+gqs =1,7,5 € Z, onabien f |4 = h? et g|[qp = hP. Si f|[4, n'est pas
l'identité, les restrictions de f, g et h & [a, b] (resp. & ]a, b]), d’apres le corollaire
1.6, appartiennent au flot du champ de Szekeres V][ca’b[ (resp. V}a’b]). Pour h, le
temps correspondant est 1/q puisque h? = f | 44

Si la composante ]a, b[ est irrationnelle, il suffit de montrer que les champs
de Szekeres vl et 1% coincident sur Ja,bl. Soient {fi}ier et {ff}ier leurs
flots respectifs et ¢ € |a, b[ un point fixé. Les difféomorphismes 1, ¥y : R —]a, b]
définis par ¥4 (t) = fi(c) et ¥p(t) = fi(c) conjuguent respectivement f7 |, [ €t
I7 app, T € R, & la translation Ty : ¢+t 47 :

Ty =7 o fT othe =1, o fy o1y

En particulier,
Ty =97t o fova=1y" o f ot
donc

Ty = (Y3t oty) o T o (¥ 0ta).

Autrement dit, 1, 16 4, est un difféomorphisme de R qui commute avec la
translation 77.

D’apres le corollaire 1.6, g | 4,5[ (resp. g |}4,5) coincide avec fie (vesp. f;")
pour un certain temps 7, (resp. 7). Mais alors

Tm=¢;1090¢a et bez¢glogo¢b
Donc
T;7, = (¢;1°¢b)OT‘rbo(wb_lo¢a)~

Tous ces difféomorphismes de R commutent a la translation de 1 donc l'inva-
riance par conjugaison du nombre de rotation entraine 7, = 7, = 7. Ce nombre
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est nécessairement irrationnel car, si 7 = p/q, clairement fP coincide avec g9
sur Ja,b[. Le difflomorphisme v, ' o ¢,, commutant & la fois avec Ty et Ty,
7 € R\ Q, est donc nécessairement une translation. Comme il fixe 'origine par
construction, c’est en fait 'identité. Ainsi, les champs [ et V}u’b] ont des flots
qui coincident sur ]a, b[ et sont donc égaux sur a, b[. O

On va voir ci-apres que le type des composantes de [0,1] \ F est en fait
constant sur les composantes de [0,1] \ Fop, ol Fy est le sous-ensemble de F'
constitué des points fixes ou f et g sont infiniment tangents a 'identité. Ceci
découle d’un théoreme de Takens [Ta] que nous utiliserons sous la forme sui-
vante :

Théoreme 3.4 (Takens). Soit f € DY (la,b]) un difféomorphisme ayant un
unique point fize ¢ dans |a,b[. Si f n'est pas infiniment tangent a lidentité en c,
les champs 9 et 9 se recollent en un champ lisse sur]a, bl dont f est le flot
au temps 1. De plus, tout difféomorphisme lisse de |a,b| qui fixe ¢ et commute
avec [ coincide avec un temps T de ce méme flot.

Démonstration. On renvoie & [Ta] ou [Yo] pour la preuve du fait principal, &
savoir que V0 et 119 ge recollent en un champ C* sur ]a,b[. On note v ce
champ. Si k est 'ordre de la premieére dérivée non nulle de f —1Id en ¢, on vérifie
sans peine que le k-jet de v en c est log Df(c) si k =1 et (0,---,0,D*f(c)) si
k > 1. En effet, au voisinage de c,

log Df(c)

i) ~ HEE (7o) o5 DI

—x) avec Dfd) -1 =1si Df(c)=1

(cf. formule (4) dans la rubrique « Quelques formules utiles », au début de la
partie I). Soit g € D (Ja,b[) un difféomorphisme qui fixe ¢ et commute avec
f. D’apres le corollaire 1.6, g coincide sur |a, ] et [¢,b] avec le flot de v & des
temps 7, et 7, respectivement. Les k-jets de g en ¢ a gauche et a droite sont
alors exp(, log Df(c)) et exp(m,log Df(c)) si k =1, et (1,0,---,7,D¥f(c)) et
(1,0,---,0,7D%f(c)) si k > 1. Comme g est lisse en ¢, nécessairement 7, =
Ta- O

Une conséquence immédiate de ce théoreme et du lemme 3.3 est :

Corollaire 3.5. Soient f,g € D°([0,1]) deuz difféomorphismes qui commutent,

F Uensemble de leurs points fixes communs, Fy C F le sous-ensemble de ceux

ot f et g sont infiniment tangents a l'identité et |a, b une composante conneze

de U() = [0, 1] \ F().

1. Si]a,b[ contient une composante rationnelle de U = [0,1] \ F, il existe un
difféomorphisme h € D ([a,b]) et des entiers p,q € Z premiers entre eux
tels que f | (a5 = h7 et g (a5 = hP.

2. Sila,b[ contient une composante irrationnelle de U = [0,1]\ F, il existe un

champ de vecteurs V% de classe C1 sur [a,b] et C°° sur ]a,b[, C*-plat au
bord, dont f |4 est le flot au temps 1 et g|,4) le flot a un temps T € R\ Q.
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On dira désormais qu'une composante connexe de Uy = [0,1] \ Fy est ra-
tionnelle ou irrationnelle selon que les composantes de [0, 1]\ F' qu’elle contient
sont rationnelles ou irrationnelles. Avec les notations ci-dessus, on aura besoin
de 'estimation suivante.

Lemme 3.6. Soit ]a,b] une composante rationnelle de Uy ot f = h? et g =
h?, avec p,q € 7 premiers entre eux et q # 0. Si Hf—Id|[a’b]||2 < 6, alors
Hh —1Id |[,L7b]||1 < %0(5) pour une fonction v : [0,1[— R indépendante de f et g
et tendant vers 0 en 0.

Démonstration. Soit z € |a, b[. Par continuité de Dh, il suffit de traiter le cas ol
z €U =10,1] \ F. Soient ]c, d[ la composante de U contenant z, et v le champ
de Szekeres de f sur [c, d[. Le difféomorphisme h coincide sur [c, d[ avec le temps
% du flot f* de v. Comme v est lisse sur ]c, d[, '’équation aux variations associée
s’écrit p

D) = Dv (f(x)) DS (x).
Comme Hf —Id |[a,p) ||2 < 4, le corollaire 1.4 entraine

|Dv| < wu(d) sur e, d].

En posant y(t) = D f!(z) et en intégrant ’équation aux variations, on obtient

ly(t) = 1] < u(6)t exp(u(d)t).

Comme h = f/4, on en déduit
IDh(z) — 1] < ~u(6) exp(u(6)).
q

O

3.2 Reégularité aux points fixes infiniment dégé-
nérés

Lemme 3.7. Soient f,g € D ([0,1]) deuz difféomorphismes qui commutent,
Fy Uensemble de leurs points fizes communs ot ils sont infiniment tangents a
Uidentité. Le champ de vecteurs v sur [0, 1] qui coincide avec 198 sur Padhérence
de chaque composante irrationnelle |a,b[ de Uy = [0,1]\ Fy et qui est nul partout

ailleurs est de classe CL.

Démonstration. On observe d’abord que v est C*° sur Uy. On va maintenant
montrer que v a des dérivées & gauche D~ v(c) et & droite DV v(c) en tout point
de Fp, qu’elles sont nulles, et que Dv ainsi définie est continue a gauche et a
droite.

Soit ¢ € Fy. Si ¢ est I'extrémité d'une composante |¢, d[ de Up, ou bien |e, d]
est rationnelle, et v | 4 = 0, ou bien ]c, d[ est irrationnelle, et v |, 4 = Vj[f’d] est

Cl-plat en c et en d d’apres 3.5. Dans les deux cas, D"v(c) est définie et nulle.
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On suppose maintenant que ¢ est un point d’accumulation de Fy a droite.
Pour tout § > 0, on peut trouver d € FyNlc, 1] tel que

[f = 1d]eal, <o

Soit x € [e¢,d]. Si z appartient & Fy ou & une composante rationnelle de Uy,
v(z) = 0. Si x appartient & une composante irrationnelle ]a, b[ de Up, v | [q.5) =

Vj[f’b] et, d’apres le corollaire 1.4,

u(9)

‘ v(z)
flx) -z
pour une certaine fonction u qui tend vers 0 avec §. D’autre part,

fl@) —x| _ ‘(f(x) —z) = (f(e) = ¢

r—cC Tr—cC

<||f = 1deall, <9

donc

v(z)

< 8¢ pour tout x € [c, d).
r—c

Il en résulte que DT v(c) existe et vaut 0. On montre de méme que D~ v est bien
définie et identiquement nulle sur Fj.

On vérifie maintenant que Dv est continue a droite en tout point ¢ € Fy. Si
¢ est Vextrémité d’une composante |c, d[ de Uy, ou bien ]e, d[ est rationnelle, et
Dv est identiquement nul sur [c,d], ou bien ¢, d[ est irrationnelle, et v | ¢ 4 est
C! d’apres 3.5. Dans les deux cas, Dv est continue & droite en ¢. On suppose
maintenant que ¢ est un point d’accumulation de Fj a droite. Pour tout é > 0,
on peut trouver d € FyNle, 1] tel que

1f = 1d]eall, <o

Soit « € [¢,d]. Si x appartient & Fy ou & une composante rationnelle de Uy,
Dv(x) = 0. Si z appartient a une composante irrationnelle |a, b[ de Uy, v |[4,5) =

Vj[ca’b] et, d’apres le corollaire 1.4,
|Dv(z)| < u(d). (3.1)

Par suite, Dv(x) tend vers 0 quand x — ¢*, donc Dv est continue & droite en
c. On montre de méme la continuité a gauche. [l

Le théoreme 3.1 résulte directement du lemme suivant.

Lemme 3.8. Soient f,g € DY ([0,1]) deuz difféomorphismes qui commutent,
Fy Uensemble de leurs points fizes communs ou ils sont infiniment tangents a
Videntité, Up = [0,1] \ Fo et v le champ de vecteurs du lemme précédent. Pour
tout t € [0,1], on définit fi,g¢: [0,1] — [0,1] de la fagon suivante :

—surky, i=f=Idetg.=9g=1d;
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— sur chaque composante rationnelle de Uy ot f = h? et g = h? avec p,q € Z
premiers entre eux, on pose f; = hi et gy = hY, ot hy = (1 —t)h +t1d;
— sur chaque composante irrationnelle de Uy ou f et g coincident avec les
temps 1 et 7 € R\ Q du champ v, on définit f; et g comme les temps 1 —t
et (1 —t)T du flot de v.
L application t € [0,1] — (ft, g¢) définit un chemin continu dans DY ([0,1])?, et
ft et g¢ commutent pour tout t € [0, 1].

Démonstration. Il est clair que les applications f; et g; commutent pour tout
t € [0,1]. Comme f et g jouent des roles équivalents dans la construction, il
suffit de démontrer que ¢t — f; définit un chemin continu dans D1 ([0,1]). On
observe d’abord que pour tout ¢ € [0, 1], f; définit un homéomorphisme de [0, 1],
et induit sur Uy un difféomorphisme C*°, d’apres le corollaire 3.5. On montre
maintenant que f; est dérivable en tout point ¢ de Fp, de dérivée 1.

Soit ¢ € Fy. Par construction,

|fe(x) — x| <|f(x) — x| pour tout (¢,z) € [0,1] x [0, 1].

Pour tout x # ¢,

M=) | |l ) = (9 =
_ fr(x) —
<=
_|¢@ - - -a|

Comme c € Fy, f —Id est Ct-plate en ¢, donc cette quantité tend vers 0 quand
x tend vers ¢, et f; est bien dérivable en ¢, de dérivée 1.

Pour terminer la preuve, il reste & vérifier que V'application ¥ : (¢, z) —
Dfi(z) (maintenant bien définie) est continue sur [0,1] x [0,1]. Pour toute
composante |c,d[ de Uy, la continuité sur [0, 1] X [¢,d] découle directement du
corollaire 3.5. En particulier, la limite de Dfs(x) quand (s,z) — (¢,¢) dans
[0,1] x [¢, 1] existe et vaut D f;(c) = 1. On suppose maintenant que ¢ est un point
d’accumulation de Fy & droite. Pour tout ¢ > 0, il existe un point d € FyN]e, 1]
tel que

1f = Td]eall, <o
Soit (s,z) € [0,1] x [e,d]. Si x appartient & Fy, Dfs(xz) = 1. Si « appartient a

une composante irrationnelle Ja, b[ de Uy N[c, d], fs|[4,5) appartient au flot de v,
donc v o fs(x) = v(x) x Dfs(x). Si x n’est pas un point fixe de f (i.e. un zéro
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de v),
vo fo(z) —v(x)
Dfs(z) - 1| = | ——————
IDf(a) 1] e
< sup |Dv| fs(@) —a
Ja,b[ v()
< sup |Du[a’b]| fa) —x < u(6)e"®  d’apres le corollaire 1.4.
!
Ja.b] v(@)

Cette majoration reste valable pour tout x € [a, b] puisqu’on sait déja que ¥ est
continue sur [0, 1] x [a, b].

On suppose maintenant que x appartient & une composante rationnelle ]a, b]
de Up N [e,d] ou f = h? et g =hP, avec p,q € Z premiers entre eux. Si ¢ est
nul, f; = Id sur [a,b] donc Dfs(x) = 1. Si ¢ est non nul, le lemme 3.6 assure
que |[h—1d||; < %v(é), pour une fonction v qui tend vers 0 quand § — 0. En
particulier, pour ¢ assez petit, ||h —Id||; < 1/2. Comme f; = hl sur [a, ],

llog D f,(w)| = [log D(h%)(z)| = | _ log Dh (h}())
i=0
-1

<> llog (14 (1= 5) (Dh (hi(x)) 1))

q—1 ’

Q

SRS
|
- o

< 2(1—s)||h—1d||; < 2v(9).

i

Il
o

Ainsi, la limite de Dfs(z) quand (s,z) — (¢,¢) dans [0,1] x [e,1] existe et
vaut D f(c) = 1. On montre de méme que la limite quand (s, z) — (,¢) dans
[0,1] x [0, ] existe et vaut 1, ce qui entraine la continuité de ¥ en tout point
(t,c) € [0,1] x Fo, et donc sur [0, 1] x [0, 1]. O

Remarque 3.9. 11 découle directement de cette démonstration que si les difféo-
morphismes f et g € D([0,1]) sont infiniment tangents & I'identité au bord,
tous les difféomorphismes f;, g; € D}F([O, 1]) y sont Cl-tangents a I'identité.
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Deuxieme partie

Sur une question de
connexité concernant les
feuilletages en dimension

trois
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Plan de la partie 11

Cette seconde partie se compose de cinq chapitres, dont I'objectif commun
est la démonstration du théoreme A de l'introduction.

Dans le chapitre 4, on rappelle des résultats de Novikov, Goodman et Hae-
fliger [No, Go, Hal] sur la structure géométrique des feuilletages.

Le chapitre 5 est consacré aux feuilletages de T? x [0, 1] transverses au second
facteur. Ces deux chapitres aboutissent a la démonstration du théoréme D de
I'introduction (cf. théoréme 5.2).

Le chapitre 6 présente le théoreme de Larcanché [La] sur le prolongement
a4 D? x S! des feuilletages de OD? x S! transverses au facteur S'. Il donne
une premiere application de ce résultat, a savoir que 'espace des feuilletages
agréables sur un fibré en cercles est connexe. Un feuilletage coorienté sur un tel
fibré est dit agréable s’il est positivement transverse aux fibres en dehors des
préimages de quelques courbes fermées simples qui sont des feuilles toriques.

Le chapitre 7 est le coeur de cette partie. On commence par définir propre-
ment les feuilletages malléables, puis on démontre le théoréme E (cf. théoréme
7.2). On introduit ensuite une classe particuliere de champs de plans, dits
presque intégrables, et on met en évidence une correspondance naturelle entre
ces champs de plans et les feuilletages malléables. Des champs presque intégra-
bles vers les feuilletages malléables, cette correspondance dépend a priori du
choix d’un lot d’arcs transverses, mais le lemme des vases communicants 7.8
montre qu’il n’en est rien & homotopie pres parmi les feuilletages. Le chapitre
se termine par la démonstration du théoréeme F (cf. 7.9) qui exploite la grande
flexibilité des champs de plans presque intégrables.

On établit cette flexibilité au chapitre 8, en adaptant les techniques dévelop-
pées par Eliashberg dans [El].

65



66



Chapitre 4

Structure géométrique des
feuilletages

Une idée fondamentale de Novikov [No] pour clarifier la structure des feuille-
tages de codimension 1 sur une variété close de dimension n est d’utiliser les
transversales fermées pour définir les « composantes connexes » d’un feuilletage.
Dans le cas particulier de la dimension 3, S. Goodman [Go] démontre que ces
composantes sont toujours bordées par des tores.

Dans ce chapitre, on rappelle ces résultats (comme ils sont énoncés dans
[Go]) ainsi que leurs preuves, puis on les exploite dans la proposition 4.8 pour
regrouper toutes les feuilles toriques d’un feuilletage qui ne sont pas coupées par
des transversales fermées dans une union finie de compacts saturés fibrant sur
le tore. On introduit également la notion de feuilletage tendu.

Définition 4.1. Soit M une variété quelconque de dimension n et 7 un feuille-
tage de codimension 1 sur M transversalement orienté.

L’ensemble accessible d’une feuille F' de 7, noté A(F), est ensemble des
points x de M pour lesquels il existe une transversale positive au feuilletage
(non triviale) allant de F' & x.

4.1 Dimension quelconque

Dans toute cette section, M désigne une variété compacte a bord (éventuel-
lement vide) orientée de dimension n et 7 un feuilletage de codimension 1 sur M
transversalement orienté tel que chaque composante de bord est soit une feuille,
soit une hypersurface transverse au feuilletage.

Théoréme 4.2 (Novikov [No]). L’ensemble accessible A(F') de toute feuille F'
est un ouvert saturé pour le feuilletage dont la frontiere est une union finie de
feuilles compactes.
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Démonstration. On voit facilement que A(F) est ouvert et saturé. Soit Ule U;
un recouvrement fini de M par des cartes feuilletées dans lesquelles le feuilletage
a pour équation dx, = 0. Si U; contient un point p de la frontiere JA(F) de
A(F), alors A(F) N U; est nécessairement le « demi-espace » {z € U; ; z,, >
zn(p)}, et OA(F)NU; ={z € U; ; xp = 2, (p)}. Alnsi, A(F) intersecte chaque
carte feuilletée en sur unique plaque. C’est donc une union finie de feuilles
compactes. O

Définition 4.3. On appelle feuille de Novikov toute feuille qui n’est coupée
par aucune transversale fermée.

Il est clair qu'une feuille de Novikov est dans le bord de son ensemble acces-
sible, et est donc compacte d’apres le théoreme 4.2.

Corollaire 4.4. Toute feuille non compacte est coupée par une transversale
fermée.

Théoréme 4.5 (Haefliger [Hal]). L’union des feuilles compactes est un compact
de M.

Etre coupé par une transversale fermée étant une condition ouverte, les
feuilles de Novikov forment un fermé de I'union des feuilles compactes.

Corollaire 4.6. L’union des feuilles de Novikov est un compact de M.

Démonstration du théoréme 4.5. On note K 'adhérence de I'union des feuilles
compactes du feuilletage 7. La coorientation de 7 et 'orientation de M induisent
une orientation des feuilles. L’ensemble des feuilles compactes engendre donc un
sous-groupe du groupe abélien de type fini H,_1(M;Z). Soit {F}... F} une
famille génératrice finie de ce sous-groupe.

Supposons qu’il existe p € K appartenant a une feuille non-compacte F'. En
appliquant le corollaire 4.4 dans la variété a bord feuilletée obtenue en découpant
M le long des F;, on voit qu’il existe dans M \ |J F; une transversale fermée posi-
tive coupant F. On peut alors facilement en construire une passant par p. Mais
une telle courbe coupe nécessairement une feuille compacte F’ (suffisamment
proche de ), et ce avec un nombre d’intersection homologique positif. Ceci est
contradictoire avec le fait que la classe de F’ est une combinaison linéaire des
classes des F;. O

4.2 Dimension trois

Théoréme 4.7 (Goodman). Sur les variétés closes (compactes sans bord) de
dimension 3, les feuilles de Novikov sont des tores.

Démonstration. Soit F' une feuille de Novikov d’un feuilletage de codimension
1 sur une variété close M de dimension 3. Alors F' C JA(F), et a fortiori
A(F) # M. D’apres le théoreme 4.2, QA(F) est donc une union finie de feuilles
compactes Fy U --- U Fj. Le champ normal positif au feuilletage (pour une
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métrique riemannienne fixée) définit un champ de vecteurs non singulier sur
A(F), rentrant sur toutes les composantes de bord. D’apres le théoréme de
Poincaré-Hopf, la caractéristique d’Euler x(A(F')) de A(F) est donc nulle.

On note N la variété close de dimension 3 (donc de caractéristique d’Euler
nulle) obtenue en doublant A(F'). La relation x(N) = 2x(A(F)) + x(QA(F))
entraine x(0A(F)) = 0, soit Z?Zl X(F;) = 0. Supposons qu’une feuille F; de
OA(F) soit une spheére. D’apres le théoréme de stabilité de Reeb [Re], la variété
est alors difféomorphe & S? x S! feuilletée par S? x {-}. Mais alors F}; est coupée
par une transversale fermée, ce qui est contradictoire. Toutes les F}; ont donc
des caractéristiques d’Euler négatives, et donc nulles, puisque leur somme est
nulle. Ce sont donc toutes des tores. O

Proposition 4.8. Pour tout feuilletage de codimension 1 sur une variété close
de dimension 3, il existe un nombre fini d’ensembles saturés disjoints de la forme
T2 x J C M, ot J est un intervalle compact pouvant étre réduit & un point,
ayant les propriétés suivantes :

— sur chaque T? x J, le feuilletage est transverse au facteur J,

— par tout point du complémentaire passe une transversale fermée.
Autrement dit, la réunion de ces ensembles contient tous les tores de Novikov
du feuilletage.

Démonstration. Cette proposition est un cas particulier du théoréme 2 démontré
par Thurston dans [Thl]. On reprend ici sa preuve. Soit T un tore de Novikov
du feuilletage. On peut paramétrer un voisinage compact Ur de T par T? x Ir,
ou I7 est un segment, de sorte que le feuilletage soit transverse au facteur It
et que toute feuille compacte intersectant Ur soit de la forme T? x {z}, z € I7.
Les intérieurs des Ur forment un recouvrement ouvert de I'union des tores de
Novikov, qui est compacte d’apres le corollaire 4.6.

Soit (J;—, Int Ur, un sous-recouvrement fini. En retirant & chaque Ur, D'en-
semble des feuilles non-compactes qui intersectent son bord, on obtient un nou-
veau recouvrement fini U?:l Nr,. Chaque composante connexe de cet ensemble
fibre sur le tore (la fibre peut éventuellement étre un point), le feuilletage étant
transverse aux fibres. La fibre ne peut pas étre un cercle, sinon les tores de No-
vikov de la composante en question seraient coupés par une transversale fermée.
La fibre est donc forcément un intervalle compact, et les composantes connexes
sont les ensembles compacts saturés recherchés. O

4.3 Feuilletages tendus

Définition 4.9. Un feuilletage 7 de codimension 1 sur une variété M (quel-
conque) est dit tendu si tout arc transverse a T se prolonge en transversale
fermée.

Proposition 4.10. Un feuilletage est tendu si et seulement si par tout point
passe une transversale fermée.



70 CHAPITRE 4. STRUCTURE GEOMETRIQUE DES FEUILLETAGES

Remarque 4.11. Ainsi, sur une variété compacte connexe, un feuilletage co-
orienté est tendu si et seulement si ’ensemble accessible de toute feuille est la
variété tout entiere.

Démonstration. La condition est clairement nécessaire : étant donné un feuille-
tage tendu, par tout point passe un petit arc transverse, qui se prolonge en
transversale fermée.

Soit maintenant un feuilletage tel que par tout point passe une transversale
fermée et A : [0,1] — M un arc transverse. Soit I C [0, 1] I'ensemble des ¢ tels
que A([t,1]) se prolonge en transversale fermée. On veut montrer que I = [0, 1].

Par hypothese, il existe une transversale fermée passant par le point A(1),
donc 1 € I.

De plus, I est ouvert car toute transversale fermée C' qui prolonge A([t, 1])
peut étre déformée parmi les courbes transverses en une courbe qui contient
A([s,1]) pour s < t assez proche de t.

On montre maintenant que I est fermé. Soit a = inf I. Par hypothese, il
existe une transversale fermée C, passant par A(a), que l'on peut déformer
parmi les transversales pour qu’elle contienne A([a,t]) pour un ¢t > a assez
proche. Il existe une transversale fermée C; contenant A([t,1]). On obtient une
transversale fermée contenant A([a, 1]) en prenant Cy U C,. Ainsi, a € I. O



Chapitre 5

Nettoyage de feuilletages

On note S"(T* x [0,1]), k = 1 ou 2, I'espace des feuilletages de codimension
1 coorientés de classe C" sur TF x [0, 1] qui sont positivement transverses a [0, 1]
et tels que T* x {i}, i = 0 ou 1, est soit une feuille, soit transverse au feuilletage,
le feuilletage induit sur T* x {i} étant dans ce cas supposé linéarisable (i.e défini
par une forme fermée). On rappelle que feuilletage C” signifie pour nous champ
de plans intégrable de classe C”. On note S™(T* x [0,1],0) C S"(T* x [0,1])
le sous-espace formé des feuilletages qui coincident le long du bord avec un
élement de S™(T* x [0, 1]) donné quelconque, et S§(T* x [0, 1]) € S"(T* x [0, 1])
le sous-espace des feuilletages tangents au bord.

Le but de ce chapitre est de démontrer les résultats suivants :

Théoréme 5.1. Deuz feuilletages quelconques de S (T? x [0,1],0) sont reliés
par un chemin continu dans S*(T? x [0,1],9).

Théoréme 5.2 (Nettoyage). Tout feuilletage C*° de codimension 1 coorienté
sur une variété close M de dimension 3 peut étre reli€é a un feuilletage net par
un chemin continu de feuilletages C'.

La définition de feuilletage net est rappelée dans la section 5.2, et les théoremes
sont démontrés dans les sections 5.3 et 5.4 respectivement.

5.1 Holonomie

Dans cette section, on s’intéresse & I'espace S§(T* x [0,1]), k = 1 ou 2, des
feuilletages de codimension 1 coorientés de classe C™ sur TF x [0, 1] positivement
transverses a [0, 1] et tangents au bord.

Remarque. La plupart des énoncés de cette section seraient clairs si on prenait
pour S”(T* x [0, 1]) I'espace des feuilletages qui ont une représentation d’holono-
mie C". La subtilité vient de ce qu’on demande aux feuilletages d’étre engendrés
par des champs de plans C" (cf. Introduction).
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Soit 7 € SF(T* x [0,1]) et T sa préimage par la projection R¥ x [0,1] —
T* x [0, 1]. Pour tout = € R*, on notera Z sa projection sur T*.

Pour un z € [0,1] donné, tout chemin ~: [0,1] — RF se releve de fagon
unique en un chemin 7 tangent & 7 d’origine (7(0), z). On note (y(1), ¢, (2)) son
extrémité. L’application v : [0,1] — [0, 1] ainsi définie est un difféomorphisme
de classe C", qui ne dépend que de la classe d’homotopie de 7 a extrémités fixées.
Si 1 et 2 sont deux chemins dans R tels que ~v1(1) = 72(0), leur composé 1 *y2
vérifie

Yryrsys = Yoy © Py -

Siy+p, p € ZF, désigne I'image de v par une translation entiere, la périodicité
de T entraine

d}erp = 1;[}7'

Pour tout = € R¥, on définit ¢, := 1), olt v(t) = tz. D’aprés ce qui précede, la
représentation d’holonomie de T définie par

h(t) : ZF — D([0,1])

T = Yy

est un morphisme de groupes. On appellera holonomie de 7 la famille de difféo-
morphismes (¢ ),crk-

Remargue 5.3. On note Sj(T* x [0, 1[) 'espace des feuilletages C" sur T* x [0, 1]
transverses & [0,1[ et tangents & T* x {0}. Etant donné un feuilletage 7 €
S5(T* x [0,1[), on peut définir de fagon similaire I'holonomie de 7 le long de
T* x {0}, les ¢, € R¥, étant alors des germes de difféomorphismes C” de
Ry en 0, et la représentation d’holonomie A(7) un morphisme & valeurs dans
I’espace de ces germes.

Soit R(Z* — D".([0,1])) I'espace des représentations de Z* dans D7, ([0, 1]).
Notons qu’'une telle représentation n’est rien d’autre que la donnée d’un ou
deux difféomorphismes qui commutent. On munit donc R(Z* — D7 ([0,1])) de
la topologie induite par celle de (D', ([0, 1]))*.

Lemme 5.4. L’application d’holonomie
h: Sg(TF x [0,1]) — R(Z* — D7.([0,1]))
est une fibration a fibres contractiles.

Démonstration. On commence par le cas k = 1. Soit p : [0,1] — [0,1] u
fonction lisse valant 0 pres de 0 et 1 pres de 1. Etant donné f € D7 ([0, 1]),
lui associe 'arc ¥, x € R, défini par :

ne
on

Ve = (1 — p(x))Id+p(z)f pour tout z € [0, 1],
Yoq1 =Pz o0 f pour tout = € R.
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Les courbes paramétrées x € R — (x,1,(2)), z € [0, 1], définissent un feuilletage
7 de T x [0, 1] d’holonomie h(7) = f. Le relevé 97 du champ de vecteurs unitaire
9, sur T! en champ de vecteurs tangent & 7 sur T' x [0, 1] vérifie :

O™ (T, 2(2)) = 0z + o/ (x)(f(2) — 2)0. pour tout (z,z) € [0,1]>.

Le feuilletage 7 est donc C", et cette construction donne une section continue
de h.

Soient maintenant 7, 7 deux feuilletages de S§(T! x [0, 1]) satisfaisant h(7) =
h(7"), et (Yz)zer, (¥)zer leurs holonomies respectives, de sorte que v, = v,
pour tout p € Z. L’expression

\I’('i‘vz): (i,w;o¢;l(z)), (l‘,Z) € R* x [071]a

définit alors un diffSomorphisme fibré de T! x [0, 1] de classe C" qui envoie T sur
7', de sorte que 97 = ¥, d7. On définit une isotopie ¥y, t € [0, 1], de T* x [0, 1]
par

Uy(7,2) = (7 p(t) z + p(t) (Vg 09z )(2)),  (2,2) e R x[0,1],

ol p: [0,1] — [0, 1] désigne toujours une fonction lisse valant 0 en 0 et 1 en 1,
et on pose 7w = (¥4).7. Ces feuilletages ont tous la méme représentation d’ holo—
nomie — ils sont tous image de 7y par un difféomorphisme fibré valant 1’identité
sur la fibre {0} x [0,1] — et relient 79 & 71. Cependant, les difféomorphismes U,
étant de classe C", les feuilletages 7 ne sont a priori que C"~'. En fait, on vérifie
facilement que

O = (1= p(t)) (07 0 W) + p(t) (97 0 Wo UTY),
et le chemin 74, t € [0, 1], est donc continu dans S§(T* x [0, 1]).

On considére maintenant le cas £ = 2. On commence par construire une
section de h. On note Oy et Cy les cercles T x {0} et {0} x T! de T?, D un
disque dans T?\ (C; UCs), A un arc joignant (0,0) & 9D dans T? sans recouper
C1UCy, et onpose C=CLUCUAet S=T2\1IntD.

Il existe une famille @, t € [0, 1], d’applications lisses de S dans S ayant les
propriétés suivantes :

— o = Id et ¢; pour tout ¢ € [0, 1] induit 'identité sur C,

— (1 envoie S dans C et p; est un plongement pour tout ¢ < 1.

S

Cs

A | %:(0D)

Cy

L’homotopie de rétraction ¢; se releve sur S x [0, 1] en une homotopie @ =
¢y x Id préservant chaque S x {-}.
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Soient f et g € D7 ([0,1]) des difféomorphismes qui commutent. On définit
un feuilletage sur C' x [0,1] en prenant sur A x [0,1] le feuilletage horizontal
par les A x {-} et sur C; x [0,1] et Cy x [0,1] C T? x [0,1] les feuilletages
C" d’holonomies respectives f et g donnés par la section de I'application h :
S5(T' x [0,1]) — R(Z — D'([0,1])) construite précédemment. On épaissit
« trivialement » ce feuilletage en feuilletage d’un voisinage de C' x [0, 1], et on
prend I'image inverse de cet épaississement par @; pour t assez proche de 1.

Le feuilletage obtenu sur S x [0,1] induit sur 9D x [0, 1] un feuilletage 7 de
classe C" ayant pour représentation d’holonomie le commutateur de f et g, c’est-
a-dire I'identité puisque ces difféomorphismes commutent. D’apres le cas k = 1,
on peut relier 7 au feuilletage produit de 9D x [0, 1] par un chemin continu (¥y)..7
de feuilletages C” sur 9D x [0, 1]. Soit D’ C Int D un disque plus petit. L’isotopie
U, permet de construire un feuilletage C™ sur (D \ Int D) x [0, 1] induisant 7 sur
0D x [0,1] et le feuilletage produit sur 9D’ x [0, 1], qu’on prolonge trivialement
en feuilletage C™ de D x [0, 1]. Le feuilletage ainsi construit sur T2 x [0, 1] dépend
contintiment de f et g.

Le reste de la preuve est identique au cas k = 1. O

Le résultat suivant se démontre de fagon similaire.

Lemme 5.5. Soient 19 et 71 deuz feuilletages de Sy(T* x [0,1]), k =1 ou 2,
qui ont la méme représentation d’holonomie le long de TF x {0}. Alors il existe
une isotopie Wy, t € [0,1], de T* x [0, 1 & support compact de classe C" telle que
~ t > (Uy)u710 définit un chemin continu dans S§(T* x [0,1]) ;
— (W1)470 coincide avec T sur T? x [0,¢] pour un & > 0.

Remarque 5.6. 1l découle directement de la preuve de 5.4 (adaptée au cas des
germes) que, si 7o et 71 sont C*°-lisses en dehors de T2 x {0}, les difféomorphismes
W, le sont aussi. On aura besoin de ce fait pour démontrer le lemme 5.21.

5.2 Modélisation pres des feuilles nettes

On précise la définition de feuille nette évoquée dans l'introduction en la
généralisant au cas des variétés a bord.

Définition 5.7. Soit 7 un feuilletage C°°-lisse sur une variété compacte de
dimension 3 dont chaque composante de bord est soit une feuille, soit transverse
a 7. On dit qu’'une feuille torique T de 7 est nette s’il existe un champ de
vecteurs (C*°-)lisse v sur R s’annulant seulement en 0 tel que les représentations
d’holonomie de 7 de part et d’autre de T' (d’un seul c6té si T' est une composante
de bord) appartiennent au flot de v. Noter que si v est infiniment plat en 0, les
temps correspondant peuvent différer d'un coté a I'autre.
On dit que 7 est net si tous ses tores de Novikov sont nets.

Remarque. En particulier, un feuilletage net a un nombre fini de tores de Novi-
kov.
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Le modele suivant nous servira a perturber I’holonomie d’un feuilletage au
voisinage d’une feuille nette.

Lemme 5.8. Une feuille torique T est nette si et seulement si elle posseéde un
voisinage paramétré par T?x| — ¢, e[ ou le feuilletage a une équation lisse qui
s’écrit

dz —u(z)(atdry + b drs)  sur T2 x [0,¢]

et
dz —u(z)(a"dxy + b dxs) sur T?x] —¢,0]

avec (a*,b%) € R2\ {0} et u une fonction lisse ne s’annulant qu’en 0.

T2 x{—¢}

T2x {0}
T?x{e}

(a™,b7)=(0,1)

(at,b%)=(4,5)

Remarque. Si u n’est pas infiniment plate en 0, alors (a*,b%) = (a=,b7) car
I’équation est supposée C*°. Si u est infiniment plate en 0 en revanche, les
vecteurs (a™,b7) et (a™,b™) peuvent étre différents.

Démonstration. Soit T une feuille nette et ¥ un champ de vecteurs lisse sur R,
de flot f1, tel que les représentations d’holonomie Z? — D> (R, 0.) définies par
7 de part et d’autre de T' (pour un certain paramétrage d’un voisinage de T' par
T? x D) associent a tout élément (g,p) € Z? la restriction de fp“i“bi a un
voisinage de 0 dans Ry, ou (a™,b%) € R?\ {0}.

Posons v(z) = u(2)d, et considérons sur T? x D! le feuilletage 7 donné par

dz —u(z) (aTdwy + b dxs) sur T? x [0, 1],
dz —u(z) (a”dzy + b~ dxs) sur T2 x [—1,0].
Les feuilletages lisses 7 et 7 ont la méme représentation d’holonomie le long

de T, et on construit comme dans le lemme 5.4, avec les mémes notations, un
difféomorphisme fibré C* qui conjugue 7 et 7 au voisinage de T'. O

Le lemme suivant est un corollaire direct du théoréme de Takens (cf. théoréeme
3.4).

Lemme 5.9. Toute feuille torique dont la représentation d’holonomie n’est pas
infiniment tangente o lidentité est nette.
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5.3 Feuilletages sur le tore épais

Dans cette section, on démontre le théoréme 5.1. On rappelle que S™(T? x
[0,1]) désigne l'espace des feuilletages de codimension 1 coorientés de classe C”
sur T2 x [0,1] qui sont positivement transverses a [0,1] et tels que T? x {i},
i = 0 ou 1, est soit une feuille, soit transverse au feuilletage, le feuilletage induit
sur T? x {i} étant dans ce cas supposé linéarisable. On note S™(T? x [0, 1],9) C
S™(T? x [0,1]) le sous-espace formé des feuilletages qui coincident le long du
bord avec un élément de S”(T? x [0, 1]) donné quelconque, et S;(T? x [0,1]) C
S"(T? x [0,1]) le sous-espace des feuilletages tangents au bord.

Définition 5.10. On appelle pente d'un feuilletage coorienté linéarisable de T2
la demi-droite de H'(T?,R) = R? engendrée par la classe de cohomologie de
toute forme fermée qui le définit (avec la bonne coorientation).

Lemme 5.11. Deuz feuilletages de S*(T? x [0,1],0) sans feuille torique sont
reliés par un chemin continu dans S (T? x [0,1],9).

Ce lemme découle du résultat suivant :

Lemme 5.12. Tout feuilletage 7 de S(T? x [0,1]) sans feuille torique est
conjugué au feuilletage produit par lintervalle d’un feuilletage linéarisable de
T2, et est donc le noyau d’une forme fermée. En particulier, les feuilletages
linéarisables induits par T sur T? x {0} et T? x {1} ont la méme pente.

Preuve de 5.11 a partir de 5.12. Soient 7 et 71 deux feuilletages de S (T? x
[0,1]) sans feuille torique et qui coincident le long du bord. D’apres le lemme
5.12, ils sont définis par des formes fermées wy et wy, qui satisfont w;(9,) > 0.
Les formes (1 — t)wg + tw; sont fermées, définissent le méme feuilletage au bord
et ne s’annulent pas puisque

((1 — t)wo + twl)(az) > 0.
Elles définissent donc le chemin voulu. O
Pour démontrer le lemme 5.12, on utilise le fait suivant :

Affirmation 5.13. Etant donnée une forme fermée wo sur T2, il existe un
feuilletage sur T? x [0, 1] positivement transverse & [0, 1], transverse aux tores
T2 x {-}, qui trace sur T? x {0} le feuilletage défini par wg et sur T? x {1} un
feuilletage linéaire.

Preuve de Uaffirmation. Une forme fermée sur T? est linéarisable par isotopie
(la linéarisation découle du théoréme de Poincaré-Bendixson et on obtient la
linéarisation par isotopie grace a la classification des difféomorphismes de T?2).
Ainsi, il existe une isotopie ¢, t € [0,1], du tore T? telle que p}wy soit une
forme linéaire. Les formes w; = ¢jwy sont non singulieres et cohomologues. Il
existe donc des fonctions f, ¢t € [0, 1], sur le tore telles que

dwt

prA
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On peut supposer chaque f; strictement positive, quitte a lui ajouter une constante
¢t On définit alors sur T? x [0, 1] la forme

Qz,t) = wi(2) + fe(z)dt, (x,t) € T* x [0,1].

Cette forme est non singuliere et son noyau en chaque point est positivement
coorienté par [0, 1] (par positivité de f;) et transverse a T? x {-} (car les formes
w; sont non singulieres). Elle trace bien le feuilletage défini par wg sur T? x {0}
et un feuilletage linéaire sur T2 x {1}. Reste a vérifier qu’elle est intégrable. Elle
est en fait fermée :

dS) :dwf—l—dt/\wf+dft/\dt:O+dt/\(wt—dft) :0,
le premier 0 venant de ce que les w; sont des formes fermées. [l

Démonstration du lemme 5.12. Soit 7 un feuilletage de S>°(T? x [0,1]) sans
feuille torique (donc en particulier transverse au bord). Pour prouver 5.12, I'idée
est de construire un champ de vecteurs n non singulier sur T? x [0, 1] tangent
a T, transverse au bord et dont chaque orbite va d’une composante de bord a
Pautre (en un temps égal & 1). Le flot de ce champ de vecteurs donnera alors
une nouvelle structure produit sur T? x [0, 1] pour laquelle 7 sera un feuilletage
produit.

On commence par se ramener, grace a I'affirmation 5.13, au cas ou 7 induit
sur chaque composante de bord un feuilletage linéaire. Quitte a changer de
coordonnées sur le tore, on peut supposer que 7 induit déja sur T? x {0} un
feuilletage linéaire. Comme 7 est transverse a T? x {1}, sur T? x [1 — ¢, 1] avec
£ assez petit, T est transverse & la fois au facteur [1 — ¢, 1] et aux tores T2 x {-}.
Le feuilletage induit par 7 sur T2 x {1 — ¢} est linéarisable (car isotope & celui
induit sur T? x {1}), défini par une forme fermée w. L’affirmation 5.13 appliquée
a w donne sur T? x [1 — ¢, 1] un nouveau feuilletage avec les mémes propriétés de
transversalité, dont la trace sur T2 x {1 — ¢} a pour équation w et dont la trace
sur T? x {1} est linéaire. On vérifie facilement que ce feuilletage est isotope &
T | 12 % [1—c,1] Telativement & T? x {1 —€}. Ainsi, 7 est isotope & un feuilletage lui
aussi transverse au facteur [0, 1] qui induit sur chaque composante de bord un
feuilletage linéaire.

On suppose donc maintenant que 7 trace sur le bord de T? x [0,1] des
feuilletages linéaires. Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées sur
le tore, on peut supposer que le feuilletage par cercles {-} x S* x {i} de T? x {i},
i = 0,1, est transverse a la trace de 7 sur T? x {i}. Le feuilletage 7, transverse
au facteur [0, 1], trace alors sur chaque anneau Ap = {6} x St x [0,1], 6 € S, un
feuilletage (non singulier) 7 N Ay transverse au bord et au facteur [0, 1]. Grace a
une partition de I'unité, on peut construire un champ de vecteurs v sur T2 x [0, 1]
tangent au feuilletage 7 ainsi qu’a chaque composante de bord et satisfaisant
df(v) = 1. Le flot ' de v au temps ¢ envoie chaque anneau feuilleté (Ag, 7N Ag)
sur (Agie, 7N Agst), avec Agr1 = Ap.

On se place maintenant dans un anneau Ay. D’apreés Poincaré-Bendixson,
soit toutes les feuilles de 7 N Ag vont d’'un bord a l'autre de Ag, soit 7N Ay a
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des feuilles circulaires isotopes aux composantes de bord. Supposons que 7N Ay
ait de telles feuilles, et notons C' la plus proche de T? x {0}. Alors ¢! envoie
nécessairement C' sur elle-méme, et (o 1] ©!(C) forme une feuille torique de
7, ce qui contredit I’hypothese. Ainsi, pour tout 6 € S, toute feuille de 7N Ay
va d’un bord a l'autre de Ay.

Il existe un champ de vecteurs non singulier sur T2 x [0, 1] tangent au feuille-
tage de dimension 1 ainsi défini et on obtient le champ 71 recherché (cf. début
de la preuve) en renormalisant ce champ de sorte que le temps de parcours de
chaque orbite soit égal a 1. Par suite, le feuilletage 7 est conjugué au feuilletage
produit par I'intervalle d’un feuilletage linéarisable de T2, et donc défini par une
forme fermée.

Les pentes des feuilletages induits par 7 sur T? x {0} et T2 x {1} sont bien
les mémes car, pour j € {0, 1}, Papplication

R = HY(T? x [0,1]) — H'(T? x {j}) =R?

induite par I'inclusion ¢j: T? x [0,1] — T? x {j} est I'identité. O

Lemme 5.14. Deux feuilletages de S (T? x [0,1],0) ayant pour seule feuille
torique T? x {0} sont reliés par un chemin continu dans S*(T? x [0,1],0).

Démonstration. Soient 79 et 7 les feuilletages considérés. L’holonomie de 7,
i = 0,1, le long de T? x {0} est donnée par deux germes f;, g; € D>(R,,0)
qui commutent et ont 0 comme unique point fixe commun. D’apres le corollaire
1.4, f; et g; sont les temps a; et b; du flot d’'un champ de vecteurs v; = u;0, de
classe C! sur Ry, C* en dehors de 0. On peut de plus supposer u; > 0.

Le feuilletage C' défini par I'equation

dz — ui(2)(aidry + bidry) sur T2 x [0,1] (5.1)

a la méme représentation d’holonomie que 7; le long de T? x {0}. D’apres le
lemme 5.5, on peut déformer 7; continiment dans S*(T? x [0, 1], d) par isotopie
en un feuilletage 7/ d’équation (5.1) sur un voisinage T? x [0, ¢] de T? x {0}.

Observons maintenant que (a1, b;) est nécessairement un multiple positif de
(ao,bo). En effet, pour i € {0,1}, 7/ |12 x[c 1) n’a pas de feuille torique. D’apres le
lemme 5.12, les feuilletages induits par 7/ sur T2 x {e} et T? x {1} ont la méme
pente. Comme 7 et 7] coincident le long de T? x {1}, ceci implique que les
feuilletages tracés par 7 et 7 sur T? x {€} ont la méme pente, i.e. exactement
que (a1,b1) est un multiple positif de (ag,bo). Quitte a multiplier u; par une
constante positive, on peut donc supposer que (ag, bo) = (a1,b1).

Soit @y, t € [0,1], un chemin continu de fonctions C! sur [0, €] ne s’annulant
quen 0, telles que @y = ug sur [0,¢], G = ug au voisinage de £ pour tout ¢ et
@1 = uy sur [0,e/2]. On construit grace a ces fonctions un chemin continu dans
SY(T? x [0,1], ) entre 7 et un feuilletage 7§ qui coincide avec 7 sur T? x [e, 1]
et avec 71 sur T? x [0,£/2]. Les feuilletages 7 et 7f n’ayant en outre pas de
feuille torique dans T? x [¢/2,1], on peut les relier par un chemin continu dans
SY(T? x [0, 1],0) d’apres le lemme 5.11, ce qui conclut la preuve du lemme 5.14.
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Notons au passage que 7, et donc 79, peut étre relié & un feuilletage net :
il suffit pour cela de déformer uy au voisinage de 0 en une fonction lisse, grace
4 un chemin continu de fonctions C! ne s’annulant qu’en 0. On énonce cette
observation dans le corollaire 5.16 ci-dessous. [l

Remarque 5.15. Si les feuilletages initiaux 7o et 71 € S*(T? x [0, 1], ) ont une
représentation d’holonomie C'-tangente & I'identité en 0, les fonctions ug et u;
sont C'-plates en 0 et tous les feuilletages du chemin reliant 7y & 7, sont C'-plats
le long de T? x {0}.

Corollaire 5.16. Tout feuilletage de S°°(T? x [0, 1],0) ayant pour seule feuille
torique T?x {0} est relié a un feuilletage net par un chemin continu dans S*(T? x

[0,1],9).
Le lemme suivant découle directement du théoreme 3.1 et du lemme 5.4.

Lemme 5.17. Deux feuilletages quelconques de S§°(T? x [0,1]) sont reliés par
un chemin continu dans S§(T? x [0, 1]).

Remarque 5.18. Il découle également du théoreme 3.1 et du lemme 5.4 que si
les deux feuilletages donnés sont infiniment plats au bord, les feuilletages du
chemin sont C'-plats au bord.

Comme S§°(T? x [0, 1]) contient clairement un feuilletage net, par exemple
d’équation dz — u(z)dzry, avec u: [0,1] — R une fonction lisse ne s’annulant
qu’en 0 et 1, le lemme 5.17 entraine directement :

Corollaire 5.19. Tout feuilletage de S§°(T? x [0,1]) est relié a un feuilletage
net par un chemin continu dans Sg(T? x [0, 1]).

Démonstration du théoréme 5.1. On traite seulement le cas de feuilletages trans-
verses aux deux bords, les autres cas étant similaires.

Soit 7 € §°(T? x [0,1]) transverse au bord. On peut perturber 7 par une
isotopie lisse (par exemple grace au lemme 5.4) de sorte que ses feuilles toriques
soient toutes de la forme T? x {z}, 2z €]0, 1[. On note [a, b] le plus petit segment
contenant tous ces z (s’il en existe).

Si la représentation d’holonomie de 7 n’est pas infiniment tangente a l'iden-
tité en a et b, d’apres le lemme 5.9, les feuilles T? x {a} et T? x {b} sont nettes,
et on perturbe facilement 1’équation du feuilletage au voisinage de ces feuilles
(cf. 5.8) pour se ramener au cas infiniment plat.

D’apres le lemme 5.17, on peut relier 7 au feuilletage trivial par les T2 x {-}
dans T? x [a, b] par un chemin continu dans S} (T? x [a, b]), formé de feuilletages
C!-plats au bord (cf. remarque 5.18). On peut alors écraser le paquet de feuilles
compactes T? x [a, b] sur une unique feuille compacte T? x {c}, tout en dilatant
le feuilletage de T? x ([0,1]\]a, b]), et ce par un chemin continu dans S (T? x
[0,1],0). Notons qu’'on peut rendre nette la feuille T2 x {c} du feuilletage final
en appliquant le corollaire 5.16 de part et d’autre.



80 CHAPITRE 5. NETTOYAGE DE FEUILLETAGES

Soient maintenant 7o et 71 € S (T? x [0,1]) qui coincident le long du bord
et lui sont transverses. Si ces deux feuilletages ont des feuilles toriques, on ap-
plique a chacun le procédé ci-dessus, et on relie les deux feuilletages obtenus en
appliquant le lemme 5.14 de part et d’autre de T? x {c}.

Si ni 'un ni autre n’a de feuille torique, le lemme 5.11 permet de les relier.

Reste a traiter le cas ou 'un a des feuilles toriques et ’autre non. Supposons
que 79 a des feuilles toriques. On lui applique le procédé ci-dessus, qui donne
un feuilletage 7 avec une seule feuille torique T? x {c}, qu’on peut supposer
nette et de représentation d’holonomie infiniment tangente a I'identité. D’apres
le lemme 5.8, ce feuilletage a alors une équation du type

dz —u(z — ¢)(aFdzy + bEdas), z—c € Ry,

au voisinage de T? x {c}, avec u une fonction lisse positive s’annulant seulement
en 0 ou elle est infiniment plate. Mais (comme dans la preuve du lemme 5.14) le
fait que 19 (et donc 7)) coincide avec 71 au bord, que T n’ait pas d’autre feuille
compacte que T? x {c} et que 71 n’en ait aucune entraine (a™,b%) = (a=,b7) =
(a,b) (quitte & multiplier la fonction u d’un cdté par une constante positive, ce
qui n’alteére pas sa régularité puisqu’elle est infiniment plate en 0). L’équation
de 74 au voisinage de T? x {c} s’écrit alors

dz —u(z — ¢)(adzy + bdxs) = 0.

On perturbe u (et donc 7)) au voisinage de 0 par un chemin continu de fonctions
lisses u; (donnant des feuilletages lisses 77), t € [0, 1], satisfaisant ug = u, ug = u
en dehors d’un voisinage de 0 et u; > 0 pour tout ¢ > 0. Le feuilletage 7{ coincide
toujours avec 71 au bord de T? x [0, 1] et n’a pas de feuille compacte. Le lemme
5.11 permet alors de conclure. O

Le résultat suivant est un corollaire direct de la. démonstration du théoréeme
5.1.

Corollaire 5.20. Tout feuilletage de S®(T? x [0,1],0) peut étre relié a un
feuilletage net par un chemin continu dans S*'(T? x [0,1],0).

5.4 Nettoyage sur une variété close

Cette section a pour but de démontrer le théoreme 5.2. Pour cela, on a besoin
du :

Lemme 5.21. Soit 7 un feuilletage lisse coorienté de codimension 1 sur une
variété close M de dimension 3 et T une feuille torique de T dont un collier du
coté positif ne rencontre pas de feuille compacte. Alors il existe un plongement
lisse p : T? x [0,1] — M tel que p(T? x {0}) =T et p*r € S®(T? x [0,1]).

Démonstration. Soit T? x [0,1] un collier paramétré de T = T? x {0} du c6té
positif sur lequel 7 est transverse a [0, 1]. L’holonomie de 7 le long de T? x {0}
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est donnée par deux germes f, g € D*°(R4,0) qui commutent et ont 0 comme
unique point fixe commun. D’apres le corollaire 1.4, f et g sont les temps a et
b du flot d’un champ de vecteurs v = ud, de classe C! sur R4 et C* en dehors
de 0.

Le feuilletage C! sur T2 x [0, 1] et lisse sur T?x]0, 1] défini par 'equation

dz — u(z)(adxy + bdxs) (5.2)

a la méme représentation d’holonomie que 7 le long de T? x {0}. D’apres le
lemme 5.5 et la remarque 5.6, il existe un difféomorphisme ¢ de T? x [0, 1] ayant
les propriétés suivantes :

— 1 est de la forme (z,2) € T? x [0,1] — (2,1(2));

— 1) est de classe C! sur T? x [0,1] et C* sur T?x]0,1];

— le feuilletage 7/ = ¢*7 a pour équation (5.2) sur un voisinage T? x [0, €]

de T? x {0} et coincide avec 7 pres de T? x {1}.

En particulier, comme 7’ trace sur T? x {e} un feuilletage linéaire, 7 trace
sur 9(T? x {e}) un feuilletage défini par une forme fermée. Pour obtenir le
plongement souhaité, il suffit de reparamétrer fibre & fibre et de fagon lisse la
région comprise entre T' = T? x {0} et ¥(T? x {e}) = {(x,v(z)), x € T?} par
T2 x [0, 1]. Ceci est possible car la fonction z +— 1), (¢) est lisse. O

Démonstration du théoréme 5.2. Soit M une variété close de dimension 3, 7 un
feuilletage lisse coorienté sur M et |J;_, T? x J; les ensembles saturés disjoints
donnés par la proposition 4.8. On suppose bien entendu que chacun de ces
ensembles contient vraiment un tore de Novikov de 7. Le lemme 5.21 montre
qu’il existe des voisinages compacts disjoints de ces ensembles, paramétrés par
T2 x I;, Int I; D J;, sur lesquels 7 est transverse au second facteur ainsi qu’au
bord et induit sur chaque composante de T? x OI; un feuilletage linéarisable.
Notons que par tout point p € M \ JI-_, T2 x I; passe une transversale fermée
C a 7 disjointe de [J;, T? x J; (car chaque composante de T? x d.J; est un
tore de Novikov). Il passe donc aussi par p une transversale fermée disjointe
de U?Zl T2 x I, : on 'obtient soit en poussant C hors des T? x I; & 'aide des
lemmes 5.11 et 5.14, soit en remplacant chaque arc d’intersection de CNT? x I;
par un arc sur T2 x 9I; transverse a 7 (il en existe car le feuilletage induit est
linéarisable).

Le corollaire 5.20 appliqué & 7 dans chaque T? x I; fournit un feuilletage
7 qui coincide avec 7 hors de |JI, T? x I; et a dans chaque T? x I; une seule
feuille compacte qui est un tore net. La remarque précédente sur les transversales
montre que 7’ est net. ([l
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Chapitre 6

Théoreme de Larcanché et
feuilletages agréables

Tous les feuilletages et les difféomorphismes considérés dans ce chapitre sont
lisses (i.e. C™).

6.1 Feuilletages en suspension au-dessus du pan-
talon

Pour une variété B (éventuellement & bord), on note S(B x St) (S pour
« suspension ») 'espace des feuilletages de codimension 1 sur B x S!' trans-
verses au facteur S'. On désigne par 25(81) le revétement universel du groupe
Di"(Sl), i.e le groupe des difféomorphismes de R qui préservent 'orientation et
commutent a la translation de 1.

Soit 7 un feuilletage de S(S! x S). Observons pour commencer que le trans-
port le long des feuilles de 7 définit une famille continue de difféomorphismes
d’holonomie

Yy ST ={0} xS! = {2} xS' =S!, z€R,

vérifiant ¢y = Id et 41 = ¥, 0 Y1 pour tout z € R. Cette famille est méme
lisse au sens ou I'application (z,y) — ¥, (y) est lisse. Inversement, tout chemin
t, vérifiant les conditions ci-dessus définit un feuilletage lisse sur St x S'. En
outre l'arc 1;, € R, se releve dans D(S!) en un arc lisse f, issu de I'identité,
et on définit '’holonomie de 7 comme le difféomorphisme h(7) = f;.

On note G la composante neutre du groupe des difféomorphismes de S' x S*
qui sont I'identité sur le premier facteur et qui fixent {0} x S' point par point.

Lemme 6.1. L’application d’holonomie
h:S(S! x SY) — D(SY)

est une fibration triviale dont les fibres sont les orbites du groupe G.

83
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Démonstration. Soit p : [0,1] — [0, 1] une fonction lisse valant 0 pres de 0 et 1

prés de 1. Etant donné f € D(SY), on lui associe Varc f,, = € R, défini par :

fo=(0—=p(x))Id+p(z)f pour tout z € [0,1],
fov1=feof pour tout z € R.

Par construction, le feuilletage 7 défini par l'arc f, vérifie h(7) = f donc les
formules ci-dessus donnent une section de I’application h. Soit maintenant 7/ €
S(St x S') un feuilletage quelconque tel que h(r') = h(r) = f. Alors 7’ est
donné par un arc f, € D(S') entre f} = Id et f] = f. Pour tout z, on pose
0y = f1 o fL. 1l est facile de voir que I'application (z,%) +— (x, @, (y)) induit
un élément de G qui envoie 7 sur 7. O

Dans ce qui suit, P désigne le pantalon (orienté) obtenu en otant au disque
unité D? C R? lintérieur des disques D+ de rayon 1/4 centrés en £(1/2,0). On
pose OLP = OD. (orientés & I'opposé de IP) et GpP = ID?. Le lemme 6.2 a
pour but de préciser 'affirmation suivante : étant donnés deux feuilletages 7+
transverses au facteur S! respectivement sur 9P x S', on peut les prolonger en
un feuilletage de P x S! transverse & S' et réaliser cette extension contintiment
en fonction des données.

Soit V' C P I'union des deux segments qui joignent (0, —1) € 9D? a £(1/4,0) C
0+ P respectivement, et Sp(P x S!) le sous-espace de S(PP x S') formé des feuille-
tages qui induisent sur V' x S! le feuilletage horizontal par les V x {-}. On note
Go le groupe des difféomorphismes de P x S' fibrés au-dessus de l'identité et qui
induisent I'identité sur (V UOLP) x St. Le groupe Gy est contractile et opere sur
So(P x S'). En utilisant V N9;P comme point base sur 9;P, i € {+, —,0}, on ob-
tient des applications d’holonomie h; : So(P x S') — D(SY), hi(7) = h(8;7), ot
0, désigne le feuilletage induit par 7 sur 9;IP, qui vérifient ho(7) = h_(7)oh4 (7).

Lemme 6.2. L’application de restriction

So(P x SY) — S(O_P x S') x S(9,P x St)
T+ (0_7,047)

est une fibration triviale dont les fibres sont les orbites de Gy.

Démonstration. 11 existe une famille ¢4, t € [0, 1], d’applications de P dans P
ayant les propriétés suivantes :

— o = 1Id et ¢; pour tout ¢ € [0,1] induit I'identité sur V U OLP,

— 1 envoie P dans V U 9L P et ¢4 est un plongement pour tout ¢ < 1.
L’homotopie de rétraction ¢; se releve sur P x S en une homotopie @; = ¢; x Id
préservant chaque P x {-}.

Soient (7_,71) € S(O_P x S') x S(G+P x S'). On prolonge 7— U 74 en un
feuilletage de (V UJ_P U, P) x S horizontal au dessus de V. On le prolonge
« trivialement » & un petit voisinage, et on définit 7 comme I'image inverse de ce
prolongement par ¢; pour t assez proche de 1. Ceci définit une section continue
de Papplication 01 := (0—,d+). Un argument similaire & celui de la preuve de
6.1 permet d’identifier les fibres de I’application 04+ aux orbites de Gy. O



6.2. FEUILLETAGES DE LARCANCHE DANS LE TORE PLEIN 85

6.2 Feuilletages de Larcanché dans le tore plein

On se pose maintenant la question suivante : est-il possible de prolonger tout
feuilletage de OD? x S! transverse au facteur S' en un feuilletage de D? x S*
et, si oui, comment faire concrétement? Un théoréme de W. Thurston [Th2]
répond affirmativement a la premiere partie mais ne propose pas de méthode
pratique. On présente ici une construction d’A. Larcanché [La] qui offre une
« solution géométrique explicite » variant contintiment avec la donnée au bord.
Cette construction est un ingrédient crucial pour fabriquer des familles & un ou
plusieurs parametres de feuilletages.

Remarque 6.3. Le disque étant simplement connexe, le seul feuilletage de D? xS,
& isotopie fibrée pres, transverse & S! est le feuilletage par les disques méridiens
D? x {-}. Autrement dit, seul le feuilletage de D? x S! d’holonomie triviale se
prolonge & D? x S! en un feuilletage transverse 4 S'. Les prolongements qu’on
décrit ci-apres ne sont donc pas partout transverses a S'.

Soit Sp = Sp(D? x S!) I'ensemble des feuilletages de D? x S! transverses
au facteur S' prés du bord et soit hy: Sy — D(S') Papplication continue qui,

a tout feuilletage 7 de Sy, associe I'holonomie hy(7) de sa restriction au bord
oD? x St.

Théoréme 6.4 (Larcanché [La)). Lapplication ha: Sy — D(S') admet une
section continue £ : D(S') — Sp ayant en outre la propriété que, pour tout

fe 25(81), le champ de plans tangent au feuilletage £y := £(f) est homotope
relativement au bord ¢ un champ de plans transverse au facteur S'.

Avant de démontrer ce théoréme, rappelons une construction classique pour
étendre dans D? x S! un feuilletage linéarisable de D? x S!. Elle consiste &
épaissir le feuilletage sur un voisinage du bord et a faire spiraler les feuilles
autour d’une feuille torique qu’on remplit alors par une composante de Reeb
(cf. figure suivante).

Décrivons maintenant analytiquement cette construction, qui sera appelée
remplissage par un feuilletage de Reeb. Comme dans [Th2], notons (r,¢) les
coordonnées polaires sur D?, 6 la coordonnée sur S', et considérons une partition
de I'unité {Ao, A1 /2, A1} sur [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :

— A1 vaut 1 pres de 1 et 0 exactement sur [0,1/2];
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ﬁ?%i

— A1/ vaut 1 pres de 1/2 et 0 pres de {0,1};
— Ao vaut 1 pres de 0 et 0 exactement sur [1/2,1].

Lemme 6.5. Pour toute 1-forme fermée non-singuliere w sur OD? x S', la
1-forme
W= A (r)w+ Xyj2(r) dr + Xo(r) dO

est non singuliére, intégrable sur D? x S! et induit w sur le bord. De plus, si
w(0p) > 0, les 1-formes

Wy = )\1(7’)(41 + )\1/2(’]") (tdg + (]. — t) dT) + )\()(7") d97 te [0, 1},

sont toutes non singuliéres, intégrables si w = df (mais pas en général) et
définissent une homotopie de champs de plans relative au bord qui relie le champ
tangent au feuilletage & un champ de plans transverse au facteur S'.

Remarque 6.6. En particulier, si w = df, ’homotopie @w; définit un chemin de
feuilletages entre le feuilletage produit par disques méridiens et un feuilletage
avec une composante de Reeb.

Pour démontrer son résultat, 'ingrédient clé utilisé par A. Larcanché est

le théoreme suivant de M. Herman [He|, dans lequel T) : R — R désigne la
translation x +— x + .

Théoréme 6.7. Soit 1 = (14 1/5)/2 le nombre d’or. Il existe une application
continue

D(S') — R x D(SY)
[ (Ar91)
telle que f =Tx, o (g5 0T, 0 gy) pour tout f & D(SY), et (A1, g1a) = (—p,1d).

Remarque. En fait, Herman prouve ce résultat pour tout nombre p dans un
ensemble de mesure totale et les travaux de J.-C. Yoccoz [Yo] montrent qu'’il
est vrai pour tout nombre p diophantien. Dans la suite, nous aurons seulement
besoin qu’il soit valable pour au moins un pu.

Démonstration de 6.4. Soit f € 5(81). On définit sur S' x S! deux formes
fermées wy = g}(@)d& —pdp et w_ = df — Aydep, qui définissent des feuilletages
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d’holonomies respectives g;l o Ty 0g5 et Ty,. D’apres le lemme 6.2, il existe
un feuilletage 7 de Sp(P x S!) dont les restrictions 9.7 & dLP x S sont les
feuilletages définis par les formes w4 et dont la restriction dy7 & P x S' a pour
holonomie f =T, o (gJZ1 oT,0g¢). On applique ensuite le lemme de remplissage
de Reeb 6.5 aux formes wy pour définir £¢ dans Dy x S!. O

Remarque 6.8. Comme prévu (cf. remarque 6.3) le prolongement ¢1q du feuille-
tage de OD? x S! par cercles méridiens n’est pas le feuilletage par disques
méridiens, mais il lui est homotope relativement au bord parmi les feuilletages
C> (cf. figure ci-dessous). En effet, étant donné le feuilletage produit sur D% x S,
on creuse deux composantes de Reeb paralleles dans Dy x S! (cf. remarque 6.6).
On fait varier la pente des feuilletages induits sur D4 de 0 a +p respective-
ment. Cette déformation se prolonge & P x S' d’apres 6.2, et & D4 x S' d’apres
6.5.

‘,’\ \ :t\\t(o))

/o z:"//?(o))

6.3 Feuilletages agréables sur les fibrés en cercles

On s’intéresse ici a des feuilletages particuliers sur les variétés fibrées en
cercles au-dessus des surfaces et on montre, a ’aide du théoreme de Larcanché,
que ces feuilletages forment un espace connexe.

Définition 6.9. Soit w: M — S un fibré en cercles orientés au-dessus d’une
surface orientable S.
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On dit qu'un feuilletage (coorienté) T sur M est agréable s’il est positivement
transverse aux fibres sauf au-dessus d’un nombre fini de courbes fermées simples
C; C S dont les préimages 7~ 1(C;) sont des feuilles toriques nettes de 7.

Ezemple 6.10. Si w(dp) > 0, la forme & du lemme 6.5 définit un feuilletage
agréable sur le fibré trivial D? x S' — D?2. Par construction, tout élément de
I'image de la section de Larcanché ¢ (cf. théoréme 6.4) est également un feuille-
tage agréable sur D? x S'.

Définition 6.11. Soit m: M — S un fibré en cercles orientés au-dessus d’une
surface orientable S, et D C Int S un disque.

On appelle feuilletage de Larcanché concentré sur D, tout feuilletage agréable
sur M qui est transverse aux fibres hors de 7=1(D) et, sur #=(D), est dans
I'image de la section de Larcanché ¢ du théoreme 6.4 — pour un certain pa-
ramétrage fibré fixé de 7—1(D) par D? x S*.

On note A(M) P’espace des feuilletages agréables sur M et A(M,d) C A(M)
le sous-espace de ceux qui impriment sur le bord un feuilletage donné, transverse
aux fibres.

Théoréme 6.12. Pour tout fibré M en cercles orientés au-dessus d’une surface
compacte, les espaces A(M) et A(M,d) sont connexes.

En fait, les espaces A(M) et A(M, ) sont contractiles mais la preuve de ce
résultat plus général nécessite quelques efforts techniques supplémentaires.

Remarque 6.13. Ce théoreme est une généralisation du théoréme suivant de Lar-
canché [La] : I'inclusion S(M) — F(M) de l'espace des feuilletages transverses
aux fibres dans celui de tous les feuilletages est une application homotope & une
constante.

Le lemme suivant servira dans la démonstration du théoreme 6.12 pour
éliminer des feuilles compactes.

Lemme 6.14. Soient m: M — S un fibré en cercles orientés au-dessus de
Panneau S = D' x St et T un feuilletage agréable sur M ayant pour seule feuille
torique m=(C), ou C = {0} x S*. On peut relier T a un feuilletage transverse
aux fibres par une homotopie de feuilletages agréables relative a un voisinage de
l'une quelconque des composantes de bord.

Démonstration. 11 suffit de construire la déformation prés du tore T = 7= 1(C)
car on peut y rétracter M par une isotopie fibrée préservant 7 (tout champ de
vecteurs qui rétracte 'anneau S sur un voisinage de C' se releve en un champ
de vecteurs sur M tangent au feuilletage qui rétracte M sur un voisinage de
71(C)). Par hypothese de netteté, T possede un voisinage W muni de coor-
données (z,¢,0) € [—¢,¢] x St x S! dans lesquelles T = {z = 0} et 7 a pour
équation
dz — u(z) (a(z) d + b(2) dy),

,€] — R est une fonction C* s’annulant en 0 (et pas ailleurs), et
,0[U]0,e] — R2\ {0} une fonction localement constante, et méme
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constante si u n’est pas infiniment plate en 0. Notons que, dans tous les cas, les
fonctions au et bu sont C*™.

Décrivons maintenant l’allure qu’aura, dans W, la déformation de 7 qu’on
va réaliser. Pour cela, quitte a faire un changement linéaire des coordonnées
(¢,0) € T? sur T, on suppose que les fibres de 7 | 7 ont pour classe d’homologie
(0,1). On verra plus loin que la transversalité de 7 aux fibres de 7 en dehors de
T assure que le produit au est négatif sauf en 0.

Si le vecteur (a,b) est constant, u a le méme signe & gauche et a droite de 0
et on peut donc en trouver une déformation ug, ¢t € [0, 1], formée de fonctions
sur [—¢,¢] qui, pour ¢ > 0, ne s’annulent pas et coincident avec ug = u prés du
bord. Les équations

dz —ue(2) (adf + bdyp)

définissent alors sur W des feuilletages 7+ qui, pour ¢ > 0, n’ont pas de feuille
compacte. La figure ci-dessous représente la trace de ces feuilletages dans un
anneau ¢ = cte.

z

N ' Leﬁ

=0 >0

Si le vecteur (a,b) prend des valeurs différentes & gauche et a droite, respec-
tivement (a~,b7) et (a*,b"), la fonction u est infiniment plate en 0 et, quitte
a la multiplier par a~ sur [—¢,0] et par a™ sur [0,¢] (ce qui la laisse C*°), on
suppose qu'elle est positive sauf en 0 et que a~ = at = 1. On choisit alors
un chemin b; € R entre by = b~ et by = b™. Les feuilletages 7, définis, pour
t €10, 1], par

dz — u(z) (df + by dy) sur [—¢,0] x T?,
dz —u(z) (df + b dyp) sur [0, ] x T?,

constituent alors une déformation de 7 = 79 qui ramene au cas traité précédem-
ment ol le vecteur (a,b) est constant.

Pour démontrer le lemme a partir de ces déformations types, il faut avoir
un voisinage modele W « compatible » avec la fibration 7 afin que tous les
feuilletages décrits plus haut soient transverses aux fibres en dehors de 7. On
construit ci-dessous un voisinage W dans lequel chaque fibre de 7 assez proche
de T est contenue dans un anneau [—¢,¢] x {-} x S! et transverse au facteur
[~¢,€]. Elle a donc, dans cet anneau, une équation du type z = 2(6), § € St,
et, en un maximum de z, la transversalité de 7 aux fibres garantit la négativité
de au hors de 0. Vérifions que dans un tel voisinage modele, les feuilletages des
deux types de déformations décrites précédemment sont transverses aux fibres.

Les feuilletages d’'une déformation du premier type (i.e lorsque (a,b) est
constant) sont tous transverses aux anneaux [—e,e] x {-} x S! et y tracent
des feuilletages d’équation dz — au.(z)df. Une fibre dans un tel anneau a une
équation du type z = 2(), 6 € S!, et est positivement transverse au feuilletage
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initial, de sorte que 2’(6) > au(z(#)). Comme au est négatif, on peut choisir u;
satisfaisant aut(z) < au(z) < 0 pour tout z € [—¢,¢], et alors 2/(0) > aus(z(0))
pour tout § € S!, ce qui signifie que la fibre considérée reste transverse & tous
les feuilletages de la déformation.

Les feuilletages d'une déformation du deuxiéme type sont eux aussi trans-
verses aux anneaux [—¢, €] x {-} xS!, mais y tracent cette fois-ci un feuilletage fize
transverse aux fibres (puisque le feuilletage initial 7 est transverse aux fibres).
Ces feuilletages sont donc transverses aux fibres.

On construit maintenant . On note (7, ¢) les coordonnées sur D! x St et
on trivialise 7, ce qui donne sur M des coordonnées globales (r,¢,6) € D! x
S! x S' dans lesquelles 7 est la projection. Comme T est une feuille nette, il
existe un champ de vecteurs lisse v sur R, de flot f?, tel que les représentations
d’holonomie

71(T,0) = Z*> — D(R,04)

définies par 7 de part et d’autre de T’ associent & tout élément (q,p) € Z? la
restriction de fp“i"’qbi 4 un voisinage de 0 dans Ry, ot (a®,b%) € R%\ {0},
ces deux vecteurs ne pouvant différer que si v est infiniment plat en 0.

Posons v(z) = u(z)d, et considérons sur R x T? le feuilletage 7 donné par

dz —u(z) (a=df + b dyp) sur R_ x T2,
dz —u(z) (adf + btdyp) sur Ry x T2,

Comme dans le chapitre 5, on peut construire un plongement d’un voisinage de
T C M dans R x T2, de la forme

(r,,0) € [=6,8] x T? +— (2(r, ¢, 0),¢,0),

qui envoie T sur {0} x T? et 7 sur 7. Pour ¢ > 0 assez petit, la préimage de
[—¢e,¢e] x T? est alors un voisinage modele de T ayant les propriétés voulues
vis-a-vis de la fibration . O

Démonstration du théoréme 6.12. Pour fixer les idées, supposons M close et
connexe. Soient T € A(M) et C = |J;' C; I'union des courbes dans la base S dont
les préimages sont des feuilles toriques de 7. Soient d’autre part D C Int S\ C
un disque et C_,C; C Int D deux courbes fermées simples bordant des disques
disjoints. Comme 7 est transverse aux fibres en dehors de 7~ 1(C), il induit sur
7~1(D) un feuilletage par disques méridiens.

On commence par déformer 7 dans A(M) en un feuilletage de Larcanché
concentré sur D et dont les seules feuilles toriques sont 7~(C.). En premier lieu,
on implante dans 7~ !(D) la déformation de la remarque 6.8 entre le feuilletage
par méridiens et le feuilletage £14. Si C est vide, on a le feuilletage de Larcanché
cherché. Si C n’est pas vide, on en considére une composante C, accessible
depuis D sans traverser C. Soient S, D C, un petit anneau, A un arc reliant
D a S, et proprement plongé dans S \ Int(S. U D U C) et R, un anneau plus
grand obtenu en épaississant légerement S, U AU D autour de A et D de sorte
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que R, contienne A U D dans son intérieur et que OR, N S, soit la composante
B de 05, qui ne touche pas A. On pose B, = OR, \ B.

Le lemme 6.14 donne une déformation de 7 sur 7~ 1(S,) relative & 7—1(B) qui
élimine la feuille compacte 7=1(C,). Comme R, \ Int(S, U D) est un pantalon,
le lemme 6.2 permet d’étendre cette déformation & w7~ (R, \ Int D) relativement
am Y (BUB.), donc a 7~1(S\ Int D) relativement & 7—*(S\ Int R.). On utilise
alors le lemme 6.1 et le théoreme de Larcanché pour prolonger la déformation a
M. En appliquant cette construction successivement aux diverses composantes
de C (qui deviennent accessibles au fur et & mesure), on obtient le feuilletage
de Larcanché souhaité.

Soient maintenant 7y et 71 deux feuilletages de Larcanché concentrés sur
D dont les feuilles toriques sont 77 1(C4). Soit K C S\ Int D un bouquet de
2g cercles A1, By, ..., Ay, By (ou1 g est le genre de S) tel que le lacet 0D contienne
le point-base et soit homotope au produit des commutateurs [A1, B1] ... [Ag, Byl.
On trivialise la fibration 7 au-dessus de S \ Int D et on note hg(A;), hi(B;) €
D(SY), 1 < i < g, les difféomorphismes d’holonomie définis par 74, k = 0, 1.
Tout g-uplet de chemins dans D(S!) reliant respectivement ho(A1) & hy (A1),
<y ho(By) & hy(B,) donne sur M \ 7~ !(Int D), par suspension, un chemin de
feuilletages transverses aux fibres entre les restrictions de 79 et 77, chemin que
le théoréme de Larcanché permet d’étendre en un chemin de feuilletages de
Larcanché sur M.

Isolons I’énoncé suivant, explicitement démontré ci-dessus :

Lemme 6.15. Tout feuilletage agréable sur un fibré en cercle est homotope a
un feuilletage de Larcanché.

O
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Chapitre 7

Feuilletages malléables et
flexibilité

Dans ce chapitre, M désigne une variété close (i.e. compacte sans bord) de
dimension 3 et tous les champs de plans considérés sont coorientés.

Définition 7.1. Soit 7 un feuilletage lisse de codimension 1 sur M. On dit que
T est malléable s'il existe un lot de tores pleins W C M (c¢’est-a-dire une union
finie de tores pleins disjoints) tels que :

— 7 induit sur W un feuilletage agréable, et I’holonomie du feuilletage induit
sur chaque composante de bord, vue comme élément de D(S!), possede un
intervalle de points fixes;

— 7 induit sur M \ Int W un feuilletage tendu au sens ol tout arc transverse
dans M \ Int W se prolonge en transversale fermée dans M \ Int W.

Remarque. En particulier, un feuilletage tendu sur une variété close est malléable.

7.1 Malléabilisation

Théoréme 7.2 (Malléabilisation). On peut relier tout feuilletage net a un
feuilletage malléable par un chemin continu de feuilletages lisses.

On démontre d’abord deux lemmes.

Lemme 7.3. Tout feuilletage net T sur M est homotope parmi les feuilletages
nets a un feuilletage T tendu en dehors d’un lot de tores pleins sur lesquels il
induit un feuilletage de Larcanché.

Démonstration. Soit T un tore de Novikov de 7. Comme T est net, il possede un
voisinage N paramétré par D' x T? ou le feuilletage est défini par les équations
dz — u(2)(atdf + bEdy) pour (z,p,0) € [0,41] x T2, avec (a*,b*) € R?\ {0}
et u une fonction lisse ne s’annulant qu’en 0. Quitte a déformer contintiment
u pres de 0 (et donc 7 parmi les feuilletages) on peut supposer cette fonction

93
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infiniment plate en 0. Quitte a effectuer un changement linéaire de coordonnées
sur le tore T2, on peut supposer que a® # 0. La fonction v valant |a*u| sur [0, 1]
et |[a”u| sur [—1, 0] est lisse, donc 7 est en fait toujours décrit par des équations
de la forme dz — v(2)(a*df + b*dy) avec v lisse, positive, ne s’annulant qu’en
0 et a* € {—1,1}. On distingue deux cas, selon que (a*,b*) differe ou non de
—(a=,b7).

Dans le premier cas, il existe un vecteur entier de Z? qui forme avec (a*,b")
comme avec (a~,b” ) une base directe. Autrement dit, quitte & faire un change-
ment linéaire de coordonnées sur T?, on peut supposer que a* > 0. Cela signifie
que la restriction de 7 & N = (D! x S') x S! vu comme fibré sur D! x St est un
feuilletage agréable. Le lemme 6.15 donne une homotopie relative au bord entre
7| v et un feuilletage de Larcanché 7y concentré sur un disque D C D! x St.
En particulier, en dehors du tore plein D x S', 7y est transverse aux fibres.

Dans le second cas, on se raméne au premier en dédoublant la feuille com-
pacte et en insérant au milieu un feuilletage net dont la trace sur les tores
intercalés a une direction différente de +(a™,b").

On effectue une telle déformation dans un voisinage modele N; de chaque
tore de Novikov T; de 7,4 = 1---k (les tores de Novikov de 7 sont en nombre
fini car 7 est net) et on note 7 le feuilletage obtenu. Remarquons que par tout
point p de M\ Ule N; passe une transversale fermée a 7 disjointe de Ule T,
que l'on peut facilement déformer en transversale fermée a 7 passant toujours
par p et disjointe de Ule N, vue I’équation de 7 dans un voisinage modele IV;.
On vérifie maintenant que le feuilletages 7 a les propriétés voulues.

Dans chaque N; = (D! x S') x S!, la restriction de 7 est un feuilletage de
Larcanché concentré sur un disque D; C D! xS*. On note W le lot de tores pleins
Ule W; = D; x S1. 1l s’agit de vérifier que 7 est tendu en dehors de W, i.e (cf.
proposition 4.10) que par tout point de M \ Int W passe une transversale fermée.
C’est le cas pour tout point de M \ Ule N, d’apres le paragraphe précédent, la
déformation étant & support dans Ule N;, et c’est aussi vrai pour tout point p
de N; \ W; : il suffit de prendre la fibre de p dans le fibré N,. O

Lemme 7.4 (Lemme de fragmentation). Tout élément de D(S') est le produit
d’un nombre fini d’éléments de D(S') ayant chacun un intervalle de points fizves.

Démonstration. Soit f € D(SY). Si |f(z) — x| < 1/2 pour tout z € R, il existe
un difféomorphisme g € 5(81) qui coincide avec l'identité pres de 0 et avec f
prés de 1/2. Ainsi f = go (gt o f), olt g et g~! o f ont chacun un intervalle de
points fixes.

Dans le cas général, la fonction v = f —1d est 1-périodique et vérifie maxv —
minv < 1. Elle s’écrit donc v = nA+w pour un certain entier n, ou |w(z)| < 1/2
pour tout x € Ret A €] —1/2,1/2[. Ainsi,

f=1T7 o (Id +w)

et on est ramené au cas du début. O
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Démonstration du théoréme 7.2. D’apres le lemme 7.3, il suffit de démontrer
que tout feuilletage de Larcanché 7 sur D? x S' est homotope parmi les feuille-
tages (agréables) a un feuilletage malléable. Soit f € D(S!) I’holonomie de 7
sur OD? x St. D’apres le lemme 7.4, f = fio---0 f,, ot chaque f; € D(SY) aun
intervalle de points fixes. Soient D1, ..., D,, des disques disjoints dans IntD?.
Les lemmes 6.1 et 6.2 permettent de construire sur (D? \ Int{JD;) x S! un
feuilletage transverse & S! d’holonomie f; sur 9D; x S'. Grace au théoreme 6.4,
on le prolonge en un feuilletage agréable 7 de D? x S*. Le théoréme 6.12 assure
que T et T sont homotopes parmi les feuilletages agréables. O

7.2 Feuilletages malléables et champs presque
intégrables

Définition 7.5. Soit £ un champ de plans sur M et B C M un lot de boules,
c’est-a-dire une union finie de boules disjointes.

On dit que & est presque horizontal sur B s’il est intégrable pres de B et
§’il vérifie les conditions suivantes pour un certain paramétrage (dit adapté) de
chaque boule B; de B par D3 :

— £ est tangent & S; = OB; = OD? exactement aux poles ;

— pour tout £ > 0, il existe un champ de vecteurs non singulier v sur B; = D3
qui pointe partout transversalement du coté positif de £ ainsi que du champ
de plans dz = 0 et qui est tangent a S; hors du e-voisinage des pdles.

On dit que £ est B-presque intégrable si :

— £ est presque horizontal sur B ;

— ¢ est intégrable sur M \ Int B et le feuilletage qu’il y définit est tendu au
sens ou tout arc transverse dans M \ Int B se prolonge en une transversale
fermée dans M \ Int B.

Enfin, on dit que £ est presque intégrable s’il est B-presque intégrable pour un
certain lot de boules B C M.

Il existe une correspondance naturelle entre les feuilletages malléables et les
champs de plans presque intégrables équipés d'une donnée supplémentaire, celle,
pour chaque boule du lot B associé, d’un arc transverse reliant ses poles dans
M\IntB :

Lemme 7.6. Soient B = UT B; C M un lot de boules, & un champ de plans B-
presque intégrable sur M et A =|JA; C M\ Int B un lot d’arcs transverses a &
tel que chaque A; relie 'un a l'autre les poles de B;. Il existe alors un feuilletage
malléable T sur M ayant les propriétés suivantes :
— le lot W de tores pleins associé a T a n composantes W;, chacune étant un
voisinage de B; U A; ;
— les champs de plans € et T sont homotopes relativement ¢ M \ Int W.

Inversement :



96 CHAPITRE 7. FEUILLETAGES MALLEABLES ET FLEXIBILITE

Lemme 7.7. Soient 7 un feuilletage malléable sur M et W = (J] W; son lot
de tores pleins. Il existe des boules B; C Wy, des arcs A; C Int W; \ Int B; et un
champ de plans & ayant les propriétés suivantes :

- { est B-presque intégrable ot B = |J B; ;

— chaque arc A; est transverse a & et relie 'un a l'autre les poles de B; ;

— les champs de plans T et & sont homotopes relativement ¢ M \ Int W.

Les deux lemmes ci-dessus donnent des constructions qui peuvent en fait
étre réalisées contintiment sur des familles de données dépendant d’un nombre
arbitraire de parametres.

4
=

g

A;

Démonstration de 7.6. Pour 1 <1 < n, on peut paramétrer un voisinage W, de
B; U A; par D? x S', de sorte que :

— A; = {0} x J; pour un intervalle J; de S et ¢ est tangent & D? x {-} sur

D? x Ji;

— £ est transverse & S', et intégrable au voisinage de OW;.
Soit f; € D(S') I'holonomie du feuilletage induit par & sur dW;. D’apres le
théoreme 6.4, le feuilletage agréable £f, a un champ de plans tangent homotope
a & relativement a OW;. O

Démonstration de 7.7. Pour 1 < ¢ < n et pour un paramétrage convenable de
W; par D? x S!, le feuilletage agréable 7 | iy, est homotope relativement au
bord & un champ de plans & transverse au facteur S', et dont la restriction
a OW; = 0D? x S! est tangente & OD? x {z} pour tout z dans un intervalle
J; de S'. On peut alors déformer ¢ relativement au bord parmi les champs de
plans transverses au facteur S' en un champ ¢ tangent a D? x {-} sur D? x J;.
On définit B; comme la boule obtenue en arrondissant vers I'extérieur le fond
et le couvercle de la boite D? x (S*\ J;), et en s’arrangeant pour que dB; ait
exactement deux points de tangence avec £ : les poles, situés sur I'ame {0} x S*
de W;. Si on parametre B; par D? de sorte que la troisieme coordonnée coincide
avec la coordonnée 6 sur S', pour tout € > 0, le champ 9p sur D? x (S*\ J;)
se prolonge facilement en champ v satisfaisant toutes les propriétés de 7.5. Le
sous-arc A; de {0} x J; joignant les pdles de B; est transverse a ¢. O
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7.3 Le lemme des vases communicants

Le lemme qu’on présente dans cette section montre que la classe d’homo-
topie du feuilletage malléable construit & partir d’'un champ presque intégrable
ne dépend pas du choix des arcs transverses reliant les poles des boules. Au-
trement dit, il complete les lemmes 7.6 et 7.7 pour donner une « équivalence
d’homotopie » entre ’espace des champs de plans presque intégrables et celui
des feuilletages malléables.

Lemme 7.8 (Lemme des vases communicants). Soient B = |J{ B; C M un lot
de boules, & un champ de plans B-presque intégrable sur M et A* = UA;—L -
M\ Int B deux lots d’arcs transverses a & tels que chaque Af relie l'un a autre
les poles de B;. Les feuilletages malléables 7% construits & partir de & et A*
peuvent €étre reliés par un chemin de feuilletages malléables.

Démonstration. Pour alléger les notations, on suppose n = 1, de sorte que B
désigne une boule, et A* deux arcs transverses & ¢ reliant les poles de B. On
parametre B privé de deux petites calottes polaires par D? x [~1/4,1/4] de
sorte que & soit transverse au second facteur et tangent & D? x {-} au voisinage
de D? x {£1/4}. On déforme légerement les arcs AT en arcs disjoints AT re-
liant respectivement (£1/2,0,1/4) & (£1/2,0,—1/4) € C = D? x [-1/4,1/4]
transversalement & & dans M \ (D?x] — 1/4,1/4[). On note

D* =D*N {+z >0},
oll = désigne la premiere coordonnée sur D?,
C* =Cn{+r>0}=D* x[-1/4,1/4 cC

et W des tores pleins obtenus en lissant la réunion de C* et d’un voisinage de
A® feuilleté trivialement par &, tels que

WHtrnw-=Cn{z=0}=C"nC".
On paramétre W+ par D? x S = D? x R/Z de sorte que
C* = D* x [~1/4,1/4] C D* xR/Z =W=.

On note enfin g € D([—1/4,1/4]) 'holonomie, pour le point base (0,—1) €
0D?, du feuilletage induit par £ sur le bord latéral de C, f son prolongement
par l'identité en difféomorphisme de S' = R/Z, et f € D(S') le relevé de f.
On construit a présent deux feuilletages 7+ et 7= sur M. Sur M \ Int(W+ U
W), on prend 7+ = ¢ (qui est supposé intégrable dans cette région). On définit
ensuite la restriction de 7% au rectangle R = C N {z = 0} = C* N C~ comme
un feuilletage partout transverse au facteur [—1/4,1/4] et tel que le feuilletage
induit par 7% sur OW T ait pour holonomie l'identité. L’holonomie du feuilletage
induit par 7 sur OW* = dD* x S! pour le point base (0, —1) € dD* c oD?
est alors f. On peut donc prolonger 7+ par le feuilletage de Larcanché ¢ ¢ dans
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Ly

feuilletage par disques

W (cf. théoreme 6.4) et par un feuilletage par disques dans W T. Le feuilletage
7% ainsi obtenu est clairement isotope au feuilletage 7+ construit & partir de &
et de l’arc transverse A* selon le procédé 7.6.

Il s’agit maintenant de vérifier que 7 peut étre relié & 7~ par un chemin de
feuilletages malléables. Pour cela, on commence par déformer 71 en f1q dans
W= parmi les feuilletages (cf. remarque 6.8). On note encore 771 le feuilletage
obtenu. On décrit ensuite la déformation sur R : les feuilletages induits par 71 et
7~ sur R sont tous deux transverses au facteur [—1/4,1/4] et horizontaux pres
de {#+1/4}, on peut donc déformer 71 | g en 7~ | g relativement au bord, parmi
les feuilletages transverses au facteur [—1/4,1/4]. Cette déformation fait varier
I’holonomie du feuilletage induit sur OW* de f & Id, et de Id & f sur OW ~. On
prolonge cette déformation dans W+ et W~ grace au théoréeme de Larcanché
6.4. Notons bien que cette déformation est relative au bord de W U W ™ et se
prolonge donc trivialement a M. O

7.4 Flexibilité des champs de plans presque inté-
grables

Théoréme 7.9 (Flexibilité). Si deux feuilletages malléables ont des champs
de plans tangents homotopes, alors ils sont reliés par un chemin de feuilletages
malléables.

Tout feuilletage tendu sur une variété close étant (par définition) malléable,
I’énoncé qui suit est un corollaire direct du théoreme 7.9.
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Corollaire 7.10. Deux feuilletages tendus sur une variété close dont les champs
de plans tangents sont homotopes sont reliés par un chemin de feuilletages.

Remarque 7.11. Dans [La], A. Larcanché démontre ce résultat dans le cas par-
ticulier de feuilletages tendus suffisamment proches (en un sens convenable).

Notons que les feuilletages du chemin construit (ici comme dans [La]) sont
malléables, mais pas tendus. Au contraire, ils ont beaucoup de composantes de
Reeb.

Pour prouver le théoreme 7.9, on a besoin du lemme 7.12 et de la proposition
7.14.

Lemme 7.12. Deux champs de plans homotopes et presque horizontaux sur B
sont reliés par un chemin de champs de plans presque horizontauzr sur B.

La preuve de ce lemme utilise I’affirmation suivante.

Affirmation 7.13. Soit £ un champ de plans presque horizontal sur une boule
B de M et (x,y, z) les coordonnées induites sur B par un paramétrage adapté.
On peut déformer ¢ relativement a M\ Op(B) parmi les champs de plans presque
horizontaux sur B en un champ qui sur B a pour équation dz = 0.

Preuve de Uaffirmation 7.13. Soit a une équation de Pfaff de & qui, sur un voi-
sinage de chaque pole de B, coincide avec la différentielle d’une fonction f. On
définit &, ¢ € [0, 1], comme le champ des noyaux de la forme

ar=(L=pla+p((l-t)a+tdz),

ol p: M — [0,1] est une fonction lisse égale & 1 prés de B et & support compact
dans un voisinage U de B assez petit (pour que toutes les formes (1 —t)a+tdz
soient non singulieres sur U).

Clairement, £y = &, tous les champs & coincident avec £ hors de U, et &1 | B
a pour équation dz = 0. De plus, les champs &; sont tous intégrables pres des
poles de B car oy y vaut (1 —t)df +tdz.

Montrons maintenant que &; est tangent a 0B uniquement aux poles p1. Soit
p € OB\ {p+} et e < dist(p, {p+}). D’apres la définition 7.5, il existe un champ
de vecteurs v sur B positivement transverse a £ ainsi qu’aux niveaux de z et
tangent & OB en dehors du e-voisinage des podles. Par construction, oy (v) > 0,
et comme v est tangent a dB en p, aucun champ &; n’est tangent a 9B en p.
On voit au passage que le champ v est positivement transverse a la fois a &; et
aux niveaux de z.

On va finalement déformer chaque & par une déformation CY-petite pour
le rendre intégrable pres de dB afin d’obtenir les champs presque horizontaux
voulus. On fixe un € assez petit pour que tous les champs &; soient intégrables
dans un 2e-voisinage des poles, on note v le champ associé et on 1’étend a un
voisinage de B en un champ transverse aux &. Soit S la surface OB privée
du e-voisinage des poles. On peut paramétrer un épaississement W = S x D!
de S par S! x D! x D! de sorte que S = St x D! x {0} et que chaque courbe
{-}xD!x {-} soit un segment d’orbite de v. Comme v est transverse a &, il existe
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un unique champ de vecteurs 7, sur W qui est tangent a & ainsi qu’a chaque
rectangle {-} x D! x D! et dont la derni¢re composante vaut 1. On obtient la
déformation & voulue comme suit. La perturbation cherchée de &; est un champ
& arbitrairement C%-proche ayant les propriétés suivantes :

— & coincide avec & le long de S et en dehors de Sx] — d,6[C W avec §

arbitrairement petit ;

- ft contient 7; en tout point de W ;

— & est invariant par n; pres de S et y est donc intégrable.
Notons que sur toute région du type S'x] —¢§,46'[C S x D! ol & est intégrable,
& est égal & &;. Ceci prouve en particulier que & = & pour i = 0,1 et que & = &
pres de S x D! pour tout t. O

Démonstration du lemme 7.12. 11 suffit de considérer le cas ou le lot B est
constitué d’'une unique boule. Soient &y et £; deux champs de plans presque
horizontaux sur B reliés par une homotopie de champs de plans &, t € [0,1].
D’apres l'affirmation 7.13, on peut supposer que dans un paramétrage adapté
Y; : D3 — B, le champ &;, i = 0,1, a pour équation dz = 0. Comme le groupe
des difféomorphismes de D? est connexe (d’apres un théoreme de Cerf [Ce]), il
existe une isotopie de B entre Id et 1 o1, 1. En déformant & par un prolon-
gement de cette isotopie & M (parmi des champs qui sont évidemment presque
horizontaux sur B), on se rameéne au cas ol & coincide avec &; sur B et ou
Yo =1 = .

Quitte & reparamétrer ’homotopie &; et & la déformer légerement & extrémi-
tés fixes au voisinage de 1(0), on peut supposer que & coincide avec & pour
t €10,1/3] et avec & pour ¢ € [2/3,1], et que chaque champ ©*&; est constant
sur la boule euclidienne de rayon € centrée en 0.

On définit la famille suivante de boules :

— B est I'image par ¢ de la boule euclidienne de centre 0 et de rayon 3(c —

1)t + 1 pour t € [0,1/3];
~ Bi = By 3 pour tout t € [1/3,2/3];
— By = B¢ pour t € [2/3,1].
Par construction, & est presque horizontal sur B; pour tout ¢ € [0, 1]. Soit ¢
une isotopie a support dans un voisinage de B satisfaisant ¢g = ¢1 = Id et
¢+(B) = By pour tout t. Les champs de plans ¢;&; sont presque horizontaux sur
B et fournissent le chemin voulu entre &y et &;. O

La proposition suivante est une adaptation dans le cadre des feuilletages
d’un résultat d’Eliashberg [El] pour les structures de contact, combiné avec une
astuce de Thurston [Thl] pour rendre un feuilletage tendu en dehors de trous.
On renvoie au chapitre 8 pour la preuve de ce résultat.

Proposition 7.14 (voir [El]). Soit B un lot de boules dans M et &, t € [0,1],
un chemin continu de champs de plans presque horizontauzr sur B, &y et &
étant en outre B-presque intégrables. Alors il existe un chemin &, t € [0,1], de
champs de plans satisfaisant :

- 50:&) etfl Zfl S’LLTM,'

— pour tout t, & = & au voisinage de B ;
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— & est B-presque intégrable pour toutt, ou B est un lot de boules comprenant
B.

Démonstration du théoréme 7.9. Soient 7y et 71 des feuilletages malléables ho-
motopes parmi les champs de plans, et Wy et Wi leurs lots de tores pleins
associés. D’apres le lemme 6.15, il suffit de traiter le cas ou la restriction de 7,
i1 =0, 1, a chaque tore plein de W; est un feuilletage de Larcanché.

Le lemme 7.7 associe a 7; et W; un lot de boules B; et un champ de plans &;
homotope a 7; et B;-presque intégrable. Les champs de plans & et & sont donc
eux aussi homotopes. Quitte & ajouter & B;, i = 0 ou 1, de petites boules D? sur
lesquelles &; est horizontal, on peut supposer que By et By ont le méme nombre
de boules, et quitte & déformer £, par une isotopie de M, on peut supposer
que By = By = B. D’apres le lemme 7.12 et la proposition 7.14, £y et & sont
reheb par un chemin &, ¢ € [0, 1], de champs de plans B-presque intégrables, ot

= szl Bj est un lot de boules comprenant B.

A chaque champ B-presque intégrable & correspond un paramétrage par-
ticulier de Bj, j € {1---n}, par la boule unité euclidienne D3. On note p; et
qt‘ € B les poles Nord et Sud associés Pour tout ¢, n’importe quel arc sur BB
transverse & & joignant les poles pt et qf se prolonge dans M \ Int B en une
transversale fermée, puisque le feuilletage défini par & sur M \ Int B est tendu.
On obtient ainsi une collection A; d’arcs transverses AJ C M \ Int B reliant
chacun les podles de Bj par l'extérieur. Pour tout s voisin de ¢, ces arcs res-
tent transverses & &, et on peut perturber continiiment leurs extrémités pour
quelles coincident pour tout s avec pJ et ¢. Par compacité, sur chaque in-
tervalle [rlfw k;rll] 0 <k <m—1, avec m assez grand, on a donc un chemin
continu ¢t — A;(k) = U;l 1 Al (k) de lots d’arcs transverses. D’aprés le lemme
7.6, on peut alors construire un chemin continu ¢ € [£, L]+ 7,(k) de feuille-
tages malléables a partir des champs de plans presque intégrables & et des arcs
transverses A7 (k). De plus, par le lemme des vases communicants 7.8, les feuille-
tages Tis (k) et Tht1 (k + 1) sont reliés par un chemin continu de feuilletages

malléables. Ce méme lemme et la remarque 6.8 permettent de relier 79 a 79(0)
et 71(m — 1) & 71 par des chemins continus de feuilletages. O



102 CHAPITRE 7. FEUILLETAGES MALLEABLES ET FLEXIBILITE



Chapitre 8

Construction de champs de
plans presque intégrables

Il n’y a pas d’efforts inutiles, Sisyphe se faisait
des muscles.

Roger Caillois

Ce chapitre a pour objet la démonstration de la proposition 7.14. On établit
en fait un énoncé plus général, en remplacant 1’espace des parametres [0, 1] et
ses extrémités {0, 1} par un polyedre compact K de dimension finie et un sous-
polyedre (fermé) L de K (typiquement, K = D" et L = S"~!). Pour cela on
introduit le vocabulaire suivant. On appelle K-champ de plans & sur M une
famille continue &, t € K, de champs de plans sur M. Etant donnée une partie
X C K x M, on dit qu'un K-champ de plans ¢ est intégrable sur X si, pour
tout t € K, le champ & est intégrable sur X; = X N ({¢} x M). En pratique, X
est souvent de la forme (K x A) U (L x M) ot A C M. On dit qu'un K-champ
de plans £ est presque horizontal sur un lot de boules B si, pour tout ¢t € K, le
champ & est presque horizontal sur B. Enfin, on dit qu'un K-champ de plans
¢ est K’ x B-presque intégrable si, pour tout ¢ € K’ C K, le champ & est
B-presque intégrable.

On rappelle que la notation Op(A) désigne un petit voisinage ouvert d’une
région A d’un espace topologique donné.

Proposition 8.1. Soit B un lot de boules dans M et § un K-champ de plans
L x B-presque intégrable. Il existe un K-champ de plans & ayant les propriétés
sutvantes :

1. € est homotope a & relativement a (K x Op B) U (L x M) ;

2. € est intégrable sur K x (M \ Int B) et presque horizontal sur K x B, ou B
est un lot de boules comprenant B ;

3. le feuilletage défini par & sur M \ Int B est tendu pour tout t € K.

103
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Les deux derniers points signifient que & est K x B-presque intégrable.

La démonstration se déroule en deux temps. Dans les sections 8.1 & 8.5, on
démontre ’énoncé 8.1 amputé du point 3 en adaptant les techniques d’Eliash-
berg dans [El]. On établit ensuite le résultat complet en utilisant une astuce de
Thurston [Th3] pour rendre des feuilletages tendus en dehors de boules.

Pour déformer des champs de plans en champs intégrables, Thurston a, le
premier, pensé a utiliser des triangulations et a prouvé 'efficacité de cette idée
dans [Thl, Th2, Th3]. Eliashberg a ensuite adapté les techniques de [Th2] dans
[E]] pour déformer des champs de plans en structures de contact et les a étendues
a des familles de champs de plans dépendant d’un nombre quelconque de pa-
rametres. En retour, 1’énoncé 8.1-(1 et 2) et la démonstration qui suit sont
calqués sur une partie de [El], & savoir le lemme 3.2.1 et sa preuve, laquelle s’ap-
puie sur les sections 2.3 et 2.4 du méme article. Notre but ici est simplement de
détailler et préciser les arguments d’Eliashberg.

Présentons maintenant la stratégie de la preuve (de 8.1-(1 et 2)) et ses dif-
ficultés. L’idée est de trianguler M \ Int B assez finement pour que chaque &
bouge tres peu sur chaque 3-simplexe, puis de perturber &;, continiment en ¢,
pour le rendre intégrable au voisinage du 2-squelette, donc en dehors de boules
(une par 3-simplexe) remplissant presque tout le complémentaire du 2-squelette.
Plusieurs problemes se posent :

— Comment rendre les champs &; intégrables au voisinage d’un simplexe o de
dimension au plus 2?7 La méthode est celle inventée par Thurston dans [Th2] et
étendue au cas paramétrique par Eliashberg dans [El]. S’il existe un champ de
vecteurs non singulier 14 au voisinage de o qui soit transversal a ¢ et tangent
a &, on rend &; invariant par vy tout en le préservant le long de o. Sinon, cela
signifie essentiellement que o est de dimension 2 et que &; est tangent a o en
un point p. On prend alors un champ de vecteurs v; tangent a & et dont une
boite de flot recouvre o. On traite alors o comme un « gros sommet ». Un point
important est que ces simplexes « spéciaux » sont disjoints.

— Comment garantir la presque horizontalité des champs déformés & ? 11 faut
controler "amplitude de la perturbation (en pratique, des normes C') pour que
chaque &; bouge encore tres peu sur chaque 3-simplexe o. On prend alors dans
o une boule B, dont le bord approche suffisamment 0o pour se trouver dans la
zone ol & est intégrable. Si cette zone est assez large, on peut prendre B, assez
courbée pour que &; soit presque horizontal sur B,. Pour faciliter les estimations
géométriques nécessaires, on commence par se ramener & des ouverts de R3, via
des cartes.

8.1 Réduction a des ouverts de I’espace eucli-
dien

L’énoncé dont nous avons besoin dans R? est le suivant :



8.2. PRESQUE-HORIZONTALITE ET COURBURE 105

Lemme 8.2. Soit U C R? un ouvert, F un fermé de U et & un K-champ de
plans sur U intégrable sur (K x Op F) U (L x U). Etant donné un compact
A C U, il existe un K-champ de plans & sur U ayant les propriétés suivantes :

1. € est homotope a & relativement a (K x (U\G))U(LxU) ot G C U est un
compact disjoint de F' — contenant donc le support de la déformation ;

2. € est intégrable sur K x (A, \ B) et presque horizontal sur K x B, ot A, est
un voisinage compact de A et B un lot de boules dans Int A, \ F.

Démonstration de 8.2 = 8.1-(1,2). Soient B et £ comme dans 8.1 et Ag. un
voisinage compact de B tel que £ est intégrable sur K x (Ao, \ B). On se donne
des ouverts de cartes V; C M, 1 < i < p, et des compacts W; C V; tels que
M = |JW;. Le lemme 8.2 appliqué a

Ui=Vi\B, Fi=UiNAp, A =W;\IntAop.

et au K-champ & restreint & U, fournit un compact Aj., un lot de boules
By C Int A1, et un nouveau K-champ de plans &; sur Uy, qui s’étend a M par
&1 =& sur M\ Uy. On applique alors 8.2 &

UQ :%\(BUBl), FQ = UQQ(AO*UAl*), A2 =W2\Int(A0*UA1*)

et au K-champ &; restreint a Us, etc. .. |

8.2 Presque-horizontalité et courbure

Le lemme ci-dessous servira a vérifier que les champs de plans construits
ont les propriétés voulues de presque-horizontalité. Il joue ici le role des lemmes
2.4.1 et 2.4.2 de [El].

Soit & un champ de plans (coorienté) quelconque sur un ouvert U de R3.
Pour tout p € U, on note £ (p) le demi-espace ouvert de T,R3 qui se trouve
du coté positif de £(p) et £-(p) € £€T(p) le vecteur normal direct unitaire. En
d’autres termes, £ : U — S? est I'application de Gauss de £ et, pour tout entier
k > 1, on pose

€]k = sup[|(D*¢) (p)]].
peU

Observons d’autre part qu’étant donnés deux points p,q € U, les plans affines
P, et P, tangents respectivement a &(p) et {(¢) déterminent un pinceau, & savoir
I’ensemble des plans qui contiennent la droite P, N P, nommée axe du pinceau
et éventuellement située a l'infini (auquel cas tous les plans du pinceau sont
paralleles).

Lemme 8.3. Soient U C R3 un ouvert, £ un champ de plans C*-borné sur U et
S, C R® une sphére strictement convexe. Pour dy > 0 assez petit, toute sphére
S C U image de S, par une homothétie affine de rapport d < dg a les propriétés
sutvantes :
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1. € est tangent a S en exactement deux points, un péle nord p4 ot leurs co-
orientations s’accordent et un pole sud p_ ou elles s’opposent — on note n le
champ des plans tangents au pinceau déterminé par &,_ et &, (la coorien-
tation de § munit naturellement 1 d’une coorientation) ;

2. pour tout € > 0, il existe un champ de vecteurs non singulier v sur la boule
B bordée par S qui est partout dans le cone diédral ), = 5;{ N n;r et est
tangent a S en dehors du e-voisinage des poles.

Démonstration. Soient ¢ = ||£]|; et k > 0 un minorant des courbures principales
de S, en tout point — de sorte que celles de S valent partout au moins k/d.
Soit v: S — S? I'application de Gauss de S. Les hypotheses de courbure
assurent que -y est un difféomorphisme et que son inverse vérifie Hny_l H < d/k.
Par suite,
1Dt or )| < e

Pour d < k/c, les applications +££+ o y~1: §2 — S? sont donc des contractions
et ont chacune un unique point fixe qu’on note v(p+). Les points p+ sont les
pOles cherchés.

Pour ce qui est du champ v, une partition de 'unité permet facilement de
le construire pour peu que €, (resp. T,S N€Y,) soit non vide en tout point p de

B (resp. de S\ {p—,p+}).
Soit p € B. Clairement,

2(&my) < 26,6, ) + £(&p, 5 6 ) < 21I€]l, do

P P P+

ol J, est le diametre de S,. Par suite, si d < m/2¢d., les plans §, et —n,, different
donc Q, n’est pas vide.

Soit maintenant p € S\ {p—,p+}. Le plan T,,S est transverse & la fois a &,
(par définition de p1) et a 7, (par convexité de S) et on voit sans peine que
I'intersection T},S N, est vide si et seulement si £v(p) appartient au segment
géodésique minimisant de S? joignant fpl et an. On discute ci-apres le cas de
~(p) ; celui de —~(p) se traite en remplagant py par p_.

Soit p la distance dans B entre p et py. Sur S?, le disque D de rayon cp
centré en 5;; contient 5;; mais pas y(p) si d < k/c car les courbures principales
de S sont alors supérieures a ¢. De plus, comme d < 7/2¢d., le disque D est
géodésiquement convexe : cp < cdd, < w/2. Pour conclure, il suffit donc de voir
que, si d est assez petit, D contient an. On le prouve ci-dessous en montrant
que

Il ol < e

pour une certaine constante x fournie par la géométrie de S,.

On note d’abord que la norme de Dyt en un point quelconque p est I'in-
verse de la distance de p &4 'axe A du pinceau. En fait, dans des coordonnées
euclidiennes ol A est I'axe des z, I'application n* s’écrit

(m,y,z) — (12 +y2)7%(_yax30)7

ce qui permet de calculer la différentielle et sa norme.
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On observe ensuite que I’axe A n’est pas trop proche de B. Cela vient de ce
que B contient une boule euclidienne (ronde) B’ de rayon dr, ol 7. ne dépend
que de la géométrie de S.. Le secteur du pinceau situé entre P_ et P (les plans
affines tangents & S en p_ et p;) a un angle d’ouverture majoré par cdd.. Le
fait que ce secteur contienne B’ assure que la distance [ du centre de B’ 4 A
vérifie dr. /I < sin(cdd, /2). L’estimation voulue s’en déduit pour peu que d soit
assez petit. O

8.3 Triangulation et lemme clé

Le résultat présenté ci-dessous, qui est la clé pour démontrer le lemme 8.2,
est une adaptation du lemme 2.3.4 de [El]. Avant de ’énoncer, on définit la
triangulation spécifique A de R? qu’il met en jeu.

Le cube unité [0, 1]> C R? se subdivise en six tétracdres ayant en commun la
grande diagonale entre (0,0,0) et (1,1,1). En translatant cette subdivision du
cube par Z3, on construit une triangulation infinie de R? dite parfois cristalline et
dont les sommets sont les points entiers. On prend alors la premiere subdivision
barycentrique de cette triangulation et, grace au « Jiggling Lemma » de [Thl],
on la « secoue » de fagon (2Z3)-périodique pour que trois arétes quelconques
issues d’'un méme sommet aient des directions linéairement indépendantes.

On note A la triangulation ainsi obtenue et dA, pour tout d > 0, son image
par 'homothétie de rapport d. On désigne en outre par N.(V), € > 0, le e-
voisinage (fermé) d'une région V de R3.

Lemme 8.4. Soit U C R?® un ouvert, F un fermé de U et & un K-champ
de plans sur U intégrable sur (K x OpF)U (L x U). Etant donné un compact
A C U, on peut trouver des nombres positifs d., j et ¢ tels que, pour tout d < d,
il existe un K -champ de plans & sur U ayant les propriétés swivantes :

1. € est homotope a & relativement ¢ (K x (U \ Gq)) U (L x U) ot G4 est un
compact disjoint de Ng(F') ;

2. € est intégrable sur K x N,q(A2%) ou Aq est un voisinage polyédral compact
de A dans dA et A? le 2-squelette de Aq ;

8. |& | N, atan |, < ¢ pour tout t € K.

Démonstration de 8.2 a partir de 8.3 et 8.4. Soient U, F', £ et A satisfaisant les
hypotheses de 8.2, et d., i et ¢ les nombres positifs que 8.4 leur associe. Notons
0i, 1 < i < p, les 3-simplexes modeles de la triangulation A. Chacun contient
une sphere S; strictement convexe incluse dans le u-voisinage de son bord. Pour
tout d < d,, 8.4 fournit un K-champ de plans £ et un voisinage polyédral Ay de
A. Chaque 3-simplexe o de Ay contient une boule B, dont le bord est 'image
par une homothétie de rapport d d’'une des spheéres modeles S;. Or, quel que
soit d, le champ & fourni par 8.4 satisfait : ||§_t | N;Ld(Ad)Hl < ¢ pour tout t € K.
Donc d’apres le lemme 8.3, si on prend d assez petit, € est presque horizontal
sur chacune des boules B,. Le K-champ &, le compact G = Gy, le voisinage
A, = Ay de A et le lot de boules B constitué des B, rencontrant Agq N Gy
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(de sorte que B C (Int A,) \ F) satisfont alors toutes les propriétés du lemme
8.2. o

Le lemme 8.4 est de loin le plus technique. Sa preuve occupe les deux sections
suivantes.

8.4 Le modéle de déformation

On décrit ici en détail le modele de déformation qu’on utilisera dans la sec-
tion suivante au voisinage de chaque simplexe du 2-squelette. Notre construction
s’'inspire directement de celle proposée par Eliashberg dans le lemme 2.3.2 de
[El]. Prévenons tout de suite le lecteur que les explications géométriques d’Elia-
shberg sont plus limpides que le texte technique qui suit. En fait, la principale
raison d’étre de cette section est la :

Remarque 8.5. Contrairement & ce que voudrait la note 2.3.3 de [El], la norme
C! du champ ¢! donné par notre modele de déformation n’est pas contrdlée
par la norme C' du champ initial ¢ mais seulement par sa norme C2. Plus
généralement, la norme C™ de ¢! est contrdlée par la norme C™! de £. Cette
« consommation » d’une dérivée complique les calculs mais est au bout du
compte sans conséquence : comme on n’applique le modele qu’un nombre fini
de fois, une borne adéquate sur une norme C™ du champ initial avec m assez
grand permettra d’obtenir I'estimation requise sur la norme C! du champ final.

On se place dans R? muni d’une triangulation dA mais les coordonnées
euclidiennes qu’on utilise ne sont pas celles employées pour définir A. On note
V' le dd/2-voisinage d’un simplexe o de dA, ou § est la distance minimale entre
deux simplexes disjoints de A. Pour tout champ de plans £ sur V et tout entier
m > 1, on pose

€llm = max sup|D*¢*(p)],

1<k<m pey
&llg,m = max dF=1 sup DkfL p)|.
J€llam = masc o sup| D¢ o)

On munit V du feuilletage horizontal n d’équation dz = 0 et les champs de plans
& qu’on déforme ci-apres satisfont la condition suivante :

() l'angle entre les vecteurs ¢+ et d, est partout inférieur & un nombre fixé
0 €]0,7/2].
En particulier, £ est transverse a 7 et le champ de droites £ N 7 fait avec 9, un
angle partout inférieur a 6.
Toutes les déformations de £ que nous allons construire consistent a faire
pivoter & autour de £ N7 et sont & support compact dans Int V. On dira donc

qu'un champ de plans est admissible s’il contient £ N7 et coincide avec £ pres
du bord OV

Lemme 8.6. Soient & un champ de plans sur V vérifiant la condition (x) et
S une surface proprement plongée dans V. On suppose que S\ 0S contient un
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disque D transverse a £ Nn dont le saturé par £Nn recouvre le 2ud-voisinage de
o et dont la trace DN P sur chaque feuille P de n est une courbe conneze faisant
avec € N un angle au moins k > 0. On peut alors déformer & = £° par une
homotopie £, u € [0,1], de champs de plans admissibles ayant les propriétés
sutvantes :
— & coincide avec € le long de D et est intégrable sur le Ad-voisinage de o ;
= 1€ am < Xm(||€||d,m+1) pour tout u € [0,1] et tout m > 1, ot X, est
une fonction dépendant des mombres 0, r, w et du triplet (o,D,n) mais
seulement a similitude prés et donc pas de d.
De plus, ’homotopie £ varie continiment avec &.

Démonstration. Soit C' le saturé de D par £ Nn. Comme D a une intersection
connexe avec chaque feuille de 7, le théoréeme de Poincaré—Bendixson assure
qu’aucune courbe intégrale de £ N7 n’a de retour sur D. Autrement dit, C' est
un « fibré en intervalles » au-dessus de D. L’observation de départ est qu’il existe
sur C' un seul champ de plans intégrable & qui contienne £ N7 et coincide avec
& en tout point de D : c’est 'unique champ de plans invariant par ’holonomie
de £ Nn et égal a & le long de D. La preuve du lemme consiste & mesurer les
variations de ce champ puis a le tronquer et a le relier a £ par une homotopie
linéaire.

D’apres I'hypothese (*), le champ £ admet une (unique) équation de Pfaff
de la forme w = dx +v dy +w dz et les fonctions v, w satisfont v? +w? < tan? 6.
Avec ces notations, 'application de Gauss £+ est donnée par

et =1+ + w2)*%(1,v7w).

Soit v = 0y — v 0, le champ de vecteurs dirigeant £ N7 et vérifiant v -y = 1.
On note ¢: Q CR x V — V son flot, h: C' — R la fonction qui a chaque point
p associe 'unique instant ¢ tel que ¢*(p) € D et h: C — R x C l'application
p — (h(p),p). Observons que la condition v -y = 1 entraine que 2 est contenu
dans [—2d,2d] X V et que la fonction |h| est bornée par 2d. Le champ de plans
¢ est le noyau de la forme @ = h*¢*w.

La forme ¢*w habite le domaine de définition 2 C R x V du flot ¢ mais,
comme w est nulle sur v, la premiere composante de ¢*w est nulle. Ainsi, les
composantes non nulles de ¢*w fournissent une application ®: @ — R3 et
I'application ®: C' — R3 donnée par les composantes de @ n’est autre que
® = ® o h. En pratique, si F': V — R3 est application qui représente w, i.e.
F(p) = (1,v(p), w(p)), alors ® s’exprime comme un produit matriciel :

®(t,p) = (F o ¢)(t,p) D¢ (p).

On va maintenant établir toute une série d’estimations pour mesurer les varia-
tions de ® et ®. Dans ces calculs, le symbole ¥,, désigne pour tout entier m
une fonction universelle dépendant, comme dans le lemme, des parameétres 6 et
0 ainsi que du type de similitude de (o, D,n) — mais pas de d — et qui peut
changer d’une occurence a 'autre.

Pour commencer, I’expression explicite de v en fonction de £ entraine :



110 CHAPITRE 8. CHAMPS DE PLANS PRESQUE INTEGRABLES

Affirmation 8.7. Pour tout m > 1,

[ldm < Xon (I1€]ld,m)-

En fait, D™v est borné par un polynome en les dérivées D*¢+ pour 1 < k <
m, le poids total de dérivation de chaque mon6éme étant m.

Affirmation 8.8. Pour tout m > 1 et pour |t| < 2d <2,

d" D™ o < Xom (1€l a,me+1)-

Démonstration. La différentielle D¢'(p) en un point p quelconque satisfait 1'é-
quation aux variations

4D () = Du(6'(p) D (9)

avec D@°(p) = Id comme condition initiale. L'inégalité de Gronwall assure alors
que
D¢ o < exp([tllv]l1) < exp(2llvllr), [t <2 (8.1)

Pour tout m > 1, la dérivée D™ ¢t (p), vérifie de méme une équation différentielle
linéaire, a savoir

S D64 (p) = Du(64(p) D™ ) + U7 o),
on ¢r(p)= > DITlu(¢'(p)) [] D6 (p),
el 1 Bem
|| >2

avec D™T14%(p) = 0 comme condition initiale. On démontre ci-dessous ’affir-
mation par récurrence sur m.
Pour m = 1, I'estimation (8.1) implique que

d[[9¢llo < dl[vll2 exp(4]v]l1)

donc D2¢!(p) vérifie une inéquation différentielle

d _
D% 0] < I D )]+ a1,
L’inégalité de Gronwall dit alors que

D¢ o < cd™ [t x1 ([[v]]a,2)

ou la constante ¢ satisfait e —1 < cx pour 0 < z < 2||v||;. Par suite, pour
|t| < 2d et moyennant I’affirmation 8.7,

ID*¢[lo < 2exa ([¥lla.2) = x1 (1€ ]la.2)-
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Pour m > 2, on observe d’abord que

dmyp) = Y dTTIDIMu(¢t(p)) T dP1T DIPIgt(p)
€l 41 Bem
7| >2
donc, par hypothese de récurrence,

d™ |91 lo < Xm (|[V]lams1)  pour [t] < 2d.

Ainsi, sur Pintervalle |t| < 2d, la dérivée D™F1¢!(p) satisfait une inéquation
différentielle

d m m
D) < I D )]+ a ()

Il découle alors de I'inégalité de Gronwall que
d" D™ o < ed™Htlxm (¥ lamr1) < Xom ([€llamr1)
ce qu’on voulait démontrer. O

Affirmation 8.9. Pour tout m > 1,

d" D™ ®lo < xom (II&lla.m+1)-

Démonstration. Pour lapplication ®, on note 0 la dérivation spatiale, d; la
dérivation temporelle, et on considere un opérateur du type D™ = 9™ '0;.
Pour les autres applications, D désigne la différentielle totale. On écrit

0@ = (FW o ¢') D'

ot F() est Papplication qui donne les coefficients de la i-itme dérivée de Lie
de w dans la direction de v. Ainsi, D¥F® est borné par un polynéme en les
dérivées de £+ dont chaque monoéme a un ordre total de dérivation au plus k+i.

Maintenant,
D" = Z <D|W—1F(z) ° ¢t H D|B¢t>
€l —it1 Ber
donc
dm_le(:D _ Z <d|7'r‘+i—2D‘7T|—lF(i) ° ¢t) <dm—7r|—i+1 H D|B¢t> .
€l —it1 Bew

Si i > 1, on peut borner la premiere parenthese par Xx|+i—1([€llqjx|4i—1)

d’apres la remarque ci-dessus concernant les dérivées de F(). Pour borner la
seconde parenthese, on observe que

dm7|7r\7i+1 — H d|B\71
Ben
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et on applique 'affirmation 8.8.
Si ¢ = 0, il faut isoler de la somme 'unique partition 7 en un seul bloc de
taille m + 1, le reste se majorant comme précédemment. Ce terme s’écrit

d" L (F o ') D!
et I'affirmation 8.8 permet une fois encore de conclure. O
Affirmation 8.10. Pour tout m > 1,
d™HID™Rllo < X (€]l am+1)-

Démonstration. Comme h o ¢! = h — t, affirmation 8.8 montre qu’il suffit
d’estimer les dérivées de h (i.e en fait celles de h) le long de S.

Soit hg la fonction définie au voisinage de D et dont la restriction a chaque
plan P de 7 est la distance algébrique a S N P, ou S est coorientée pour que h
et ho aient le méme signe. On pose vy = fr ou f = ”.1}110 et on note ¢, son flot,

défini sur un voisinage Qo de {0} x D dans R x V. Les flots ¢, et ¢ satisfont
la relation

oh(p) = ¢* P (p)

ou la fonction s vérifie I'identité s(0,p) = 0 pour tout (0,p) € Qo et I'équation
différentielle

dstt) = £ (509 ) (32)

Comme
6" () = "7 (p) = 9P p),

on a h(p) = s(ho(p),p) = s 0 ho(p) ot ho(p) = (ho(p), p). D’apres la formule de
Faa di Bruno, pour m > 1,

D™h = Z (Dﬂ-lsoho H DB|h0> .

TEL, Ben

Comme dans la preuve de affirmation 8.9, 'opérateur de dérivation totale D
pour s se scinde en une partie temporelle 0; et une partie spatiale 9. Comme
5(0,p) = 0 pour tout p voisin de D dans C, les dérivées spatiales 9%s(0, p) sont
toutes nulles. Par suite, pour p € D, la formule ci-dessus donne

D™h(p) = (31”8(0729) 11 DB'ho(p)>,
well,, Ber

et donc

a1 D" h(p) = - (A0 5(0,p)) T (771D he(p) . (83)

well,, Ber
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Les quantités d/B1=1|| DIB|hg||¢ ne dépendent que de la géométrie de S & simili-
tude pres. D’autre part, 'équation (8.2) s’écrit

Os=(fop)os
ou 3(t,p) = (s(t,p),p) donc

optts =Y <(8'ff0¢)osH aﬁ's>,

melly Bem

ou 0, désigne la dérivation dans la direction de v (autrement dit, 9, f = v - f).
Ainsi, pour tout p € D,

@ s0,0) = Y (a0l ) T (¢7'as0,m) . (3.4)

welly Bem

Or f = ﬁ et O,ho(p), pour tout p € D, est le produit scalaire de v(p) et du
vecteur unitaire normal a SN P dans P, ou P est le plan horizontal contenant p.
La fonction 0, h¢ est donc minorée le long de D par une constante ne dépendant
que de 6 et 6. En outre, chaque quantité d*[|§5+1ho o est bornée par une fonction
de ||¥|l¢; (qui ne dépend de S qu’a dilatation pres). Ainsi, chaque quantité
dl! H&‘,ﬂf | Dllo est elle-méme bornée par une fonction de |||, x|, et I'expression
(8.4) montre par récurrence que les quantités d*~1|0Fs(0,p)| sont controlées
par ||v||qk. La formule (8.3) et l'affirmation 8.7 entrainent alors I’affirmation
8.10. [l

Affirmation 8.11. Pour tout m > 1,
d™ D™ ®lo < X (1€lld,m+1)-
Démonstration. 11 suffit d’écrire

d"1pme — Z (d\wlflplﬂ@oﬁ) <H dB|1D|Bh>

TE, Ben

et d’appliquer aux deux parentheses les affirmations 8.9 et 8.10 respectivement.
O

L’affirmation ci-dessus montre que Hng o < Xm (€]l dym1)-
Soit maintenant p : V' — [0, 1] une fonction égale & 1 sur N,q(0), & support
dans Na,q(0) et vérifiant

A"V [D™p|ly < ¢m  pour tout m > 1,
ol les constantes ¢, ne dépendent pas de d. Pour tout u € [0, 1], on pose :
w' = (1 —up)w + upw.

On observe que ces formes sont toutes non singuliéres car w et w sont positives
sur d,. On vérifie immédiatement que les champs de plans £“ définis par les
formes w* ont toutes les propriétés requises. O
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Remarque 8.12. On note que, si le champ £ est déja intégrable sur un domaine
du type C" = {¢*(p), p € D', t € [a(p),b(p)]} pour un certain domaine D’ C D
et des fonctions a,b: D' — R vérifiant a < 0 < b, alors ’homotopie €% du lemme
8.6 est stationnaire sur C’.

8.5 Démonstration du lemme clé

On reprend ici les données U, F', A et £ du lemme 8.4 et les autres notations
de la section 8.3. En particulier, A est la triangulation (2Z)3-invariante de R3
obtenue en « secouant » la subdivision barycentrique de la triangulation cristal-
line & sommets entiers. Par périodicité de la construction, A a un nombre fini de
simplexes modeles au sens ol tout simplexe de A est un translaté de I'un d’eux.
Le diametre des simplexes de A est borné par 1. En outre, la distance entre
deux simplexes disjoints ainsi que I'angle entre deux 1 ou 2-simplexes incidents
mais non inclus 'un dans I'autre sont uniformément minorés par des nombres
notés respectivement 6 > 0 et v €]0,7/2] (’angle entre une droite et un plan
est angle entre cette droite et sa projection orthogonale sur le plan).

On fixe un angle 6 < /2.

Voisinages polyédraux

Par abus de langage, on appelle encore « cube » de dA tout sous-complexe
qui provient d’un cube unité subdivisé, « secoué » et réduit. Comme A est un
compact de U, pour dy > 0 suffisamment petit, Nag,(A) est inclus dans U et £
est intégrable sur K x Nag,(F N A). On fixe un tel nombre dy. Dans toute la
suite, ||¢||x désignera pour n’importe quel champ de plans ¢ sur U la norme C*
de la restriction de ¢ & Naog,(A).

Etant donné d < do/4, on note Ay et Fy les sous-complexes de dA constitués
de tous les « cubes » rencontrant respectivement Ny, (A4) et Ng,(F N A). Ainsi,
comme dgy + 3d < 2dy,

Ndo(A) C Ay C Nd(Ad) C Nag, (A)
et Ngo(FNA)CFyC Ng(Fg) C Nagy(FNA)

donc, en particulier, £ est intégrable sur K x Ny(Fy).

Remarque 8.13. Tout 2-simplexe de Ay non inclus dans Fy a au plus une aréte
dans Fy.

En effet, soit o un tel 2-simplexe et @ le cube de Ay qui le contient. Par
hypothese, ce cube n’est pas dans F,, donc o N Fy C o0 N JQ. Comme la trian-
gulation A est obtenue par subdivision barycentrique, il y a deux cas :

— si 0 a un sommet dans l'intérieur de @, il a au plus une aréte dans 9Q) ;

— sinon, ¢ C 9@ a un sommet ¢ dans l'intérieur d’une « face carrée » de

Q; ou bien g € Fy et alors 0 C Fy (car Fy N Q est une union de « faces
carrées »), ou bien ¢ ¢ F, et alors o a au plus une aréte dans Fj.
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Subdivision de I’espace des parametres

On prend maintenant une triangulation de ’espace des parametres K com-
patible avec L et assez fine pour que 'inégalité suivante soit satisfaite sur chaque
simplexe K, :

0
Z(&(p), &(p)) < 16 Powr tous s, t € K, et p € Nog,(A). (£Lo)
Pour 0 < i < n, ou n = dim K, on note K* I'union du i-squelette de la trian-
gulation et du sous-complexe L. On pose aussi K ! = L. Le lemme clé découle
de I’énoncé suivant.

Lemme 8.14. Pour 0 <i <n-+1, on peut trouver des nombres positifs d;, p;
et (¢im)m>1 tels que, pour tout d < d;, il existe une homotopie %, u € [0,1], de
Ki=1_champs de plans sur U ayant les propriétés suivantes :

— €0 coincide avec & (ou plus exactement avec sa restriction a K=t x U) et
I’homotopie est relative a (K1 x (U\G%))U(LxU) ou GY, est un compact
disjoint de N,,q(Fy) ;

~ & est intégrable sur K'=!' x N,.q4(A2);

— pour tout (t,u) € K=t x [0,1],

€6 am < Cim s (ti)
— pour tout (t,u) € K=t x [0,i] et tout p € U,

L), &0) < o

Démonstration du lemme clé. Pour i = n+1, le lemme ci-dessus donne le lemme
, _ o o _ +1
clé avec dy = dpy1, U = Pnt1, C=Cnt1,1 €6 Gg =G O

Démonstration du lemme 8.14. Elle occupe toute la fin de la section 8.5. On
procede par récurrence, 'étape ¢ = 0 étant trivialement franchie (avec pg = 1)
puisque les champs de plans &, t € K~! = L, sont intégrables sur U tout entier.
On se place maintenant au terme de 1'étape ¢ > 0. Quitte a diminuer d;, on
suppose que
dici,l < % (Ol)
Pour d < d;, on prend une homotopie £%, u € [0,i], de K*~!-champs de plans
donnée par I'étape i et vérifiant plus particulierement pour tout (t,u) € K*~1 x
[0,7] et tout p € U

A€ 0),&p) < 55— B avee 3. (1)

On commence par étendre « trivialement » cette homotopie en une homotopie de
K'-champs de plans stationnaire hors d’un voisinage régulier de K*~!. D’apres
(£o) et (1;), pour tous s, ¢ dans un méme simplexe K, de K* et tout p € U,

A6, @) < 5. (<)
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On va maintenant fabriquer une homotopie £+%, u € [0,1], de K‘-champs de
plans relative & K*~! x U. Pour tout i-simplexe K, de K* (non inclus dans L),
on va appliquer le lemme 8.6 au voisinage de chaque simplexe du 2-squelette de
Ay non inclus dans F,; en prenant ces simplexes dans un ordre convenable : on
traite d’abord les simplexes spéciaux (cf. 8.15), puis les sommets n’appartenant
pas a de tels simplexes, puis les arétes, et enfin les faces non spéciales.

On fixe désormais un i-simplexe K, (non inclus dans L).

Simplexes spéciaux

Définition 8.15. On dira qu'un 2-simplexe o de A4 est spécial s’il n’est pas
contenu dans Fy et s'il existe (s,q) € K, x o tel que Z(0,€.(q)) < 0/2.

Affirmation 8.16. Si o est un simplexe spécial,
Z(0,&H(p)) < 6 pour tout (¢,p) € K. x Ny(o).
En particulier, les simplexes spéciaux sont disjoints.
Preuve. Si (s,q) € K. x o est tel que Z(0,£4(q)) < 0/2, alors
Lo, €1(0)) < L0, €1(@) + 2(€1(), 1)) + Z(6(p), £ p))

4 : 0
<g gl la—pl+5 dapres (£),

6 0 o
< 5-1— 164, ><2d+§ d’apres (f;) et (o),
A,

2 8 8 7

Supposons maintenant que o et o’ soient deux simplexes spéciaux non disjoints.
Soient s,s" € K, et ¢ € 0, ¢’ € o’ tels que

, 0 , 0
200,6(@) <5 et Z(0',&(d) < 3

Alors
Z(0,0") < L(0,€1(q)) + £(£(0), €(d) + £(£4(d), €4 () + £(€(d), o)
0 ’ 0 0
< B + Hfé“ﬂq —q|+ 3 + 3 d’apres (£;),
0 0 0
<3 + 164, x 2d + 3 + 3 d’apres (f;) et (o),
<20 < 7.

Par définition de ~, les simplexes o et ¢’ sont confondus. O

On explique maintenant comment utiliser le modele de déformation au voi-
sinage des différents simplexes de A2. En fait, on procede exactement comme
Eliashberg dans [El] et on va simplement décrire les objets auxquels on applique
le lemme 8.6. Comme annoncé précédemment, on traite d’abord les simplexes
spéciaux, puis les sommets, puis les arétes et enfin les faces non spéciales.
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Déformation preés des simplexes spéciaux

Soient o un simplexe spécial, V son dd/2-voisinage et « une aréte quelconque
de o contenant o N Fy (cf. remarque 8.13). On met en place des coordonnées
adaptées : 'origine est le milieu ¢ de «, le vecteur 9, (¢) est tangent & o et pointe
vers le sommet opposé & « et le vecteur 9,(q) est orthogonal & o.

plan engendré par o

Oy o

Ces choix font que tout champ &t € K., satisfait I’hypothese () de la
section 8.4 avec § = @ car, pour tout (¢,p) € K. x Ny(o) D K. x V,

L(QL, d:(p)) = £(€i(p),0) < @ d’apres Paffirmation 8.16.

Comme dans la section 8.4, 17 désigne le champ de plans d’équation dz = 0. Par
hypothese de récurrence, le champ & est intégrable sur Ny, q(o) pour t € K,
et sur N,,q4(Fyq) pour t € K,. On note S le bord lisse d'un domaine stricte-
ment convexe contenant Ny, 4/10(c), inclus dans Ny, 4(0) et indépendant de d
a similitude pres.

Affirmation 8.17. Il existe des nombres positifs d; /4, p et k tels que pour
tout d < d;y1/4 et tout t € K, la surface S contienne un disque D; variant
continiiment avec t et ayant les propriétés suivantes :
— Dy est transverse a & N7 et son saturé recouvre le 2ud-voisinage de o ;
— D; N P est connexe pour toute feuille P de 7 et fait avec £ N7 un angle au
moins K.

Démonstration. Soit v; : V — S!, t € K,, le champ de vecteurs unitaire qui
dirige &; N7n. La condition (%) assure comme dans la section 8.4 (cf. affirmation
8.7) que

lvells < colléflly (< cocin = ¢ dapres (1)),

oll la constante cg ne dépend que de 6. Soit P une feuillede net y: SNP — S!
I’application de Gauss de S N P. Comme la courbure de S N P est minorée
par k/d pour une certaine constante k (indépendante de P), les applications
+10971: ST — S! sont contractantes pour d assez petit (cf. démonstration du
lemme 8.3), et ont donc chacune un unique point fixe. Ces points fixes (qu’on
appellera « poles ») partagent SN P en deux intervalles : une face d’entrée et une
face de sortie pour v4. De plus, pour tout point p de SN P situé a une distance
au moins ed des poles, v¢(p) fait avec la tangente & S N P un angle supérieur
a (k — cd)e. En outre, 'intersection du saturé du ed-voisinage des poles avec
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I’ovale bordé par S N P reste confinée dans le 2ed-voisinage des poles pour peu
que € soit assez petit.

Quand P parcourt ’ensemble des feuilles de 7, les poles de vy sur S N P
décrivent une courbe qui partage S en une face d’entrée S, et une face de sortie
S;F. L’affirmation découle alors des observations ci-dessus en prenant pour D,
la surface S; privée d’un voisinage de son bord. O

Affirmation 8.18. Quitte a diminuer p, il existe pour tout ¢t € K, un disque
D} C D tel que les segments d’orbites de & N n issus de Dj et entieérement
contenus dans Ny, q(Fy N o) recouvrent Noyq(o) N Nyq(Fa).

Démonstration. On observe d’abord qu’étant donné i € [0, u;], il existe p tel
que Naua(0)NN,q(Fgq) C Npa(FaNo). On pose alors D} = DyNN,,a(FqNo). On
va montrer grace a la figure ci-dessous que la réunion des segments d’orbites de
&inm issus de D;, et entierement contenus dans N, 4(FyNo) contient Nyq(FyNo)
pour un certain i € [0, p;] qui ne dépend pas de t.

Nuid(o')

arccos(9/10)
s Nop.,d/10(0)

/ Ny, a(Fano)

| o

FiNo

La figure représente la trace des objets S, o, FyNo, etc. dans un plan P du
feuilletage n, dans le cas particulier ou 7 est orthogonal a I'aréte o (dans le cas
général, la figure s’obtient a partir de celle-1a par une distorsion de facteur borné,
si bien que les mémes arguments s’appliquent). La région R de S matérialisée
par un trait continu épais est incluse dans Dj. En effet, R C N,a(Fy N o) et
en chacun de ses points, la tangente a S fait un angle supérieur a 6 + k avec
I'horizontale, donc supérieur & s avec ;N7 (d’apres la condition (x)), si bien que
R C D;. Pour peu qu’on ait imposé initialement 6 < 1/2(w/2 — arccos(9/10))
et quitte a réduire k, on a

T 9
6 < 5 6 — k — arccos (1—0> (cf. figure).

Comme ¢! N7y fait un angle inférieur & @ avec I’horizontale, la réunion de ses
segments d’orbites issus de R C Dj et contenus dans N, q(Fq N o) recouvre la
partie du cone de sommet g € o (marqué en pointillés) interceptée par R. Cette
union contient donc un fid-voisinage de Fy N o pour i assez petit (indépendant
de t). O
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L’affirmation 8.17 montre que si d < d;y1/4, les hypotheses du lemme 8.6
sont satisfaites par tous les champs &, t € K., pour les constantes p et x.
En posant p;41/4 = p1, on obtient ainsi une homotopie £*, u € [i,i 4 1/4], de
K,-champs de plans ayant les propriétés suivantes :

— &' coincide avec &/ hors de Noy,,,,,a(0) ;

Z+1/4 est intégrable sur le f1;,/4d-voisinage de o ;
~ ||€#|ld,m est borné par une constante c;1/4,, pour tout m > 1 et tout
(t,u) € K. x[0,i+1/4].
Quitte a réduire d; 1,4 pour que

2d;iy1/4Ciq17a1 < 1 (®it1/4)

on peut faire en sorte que la variation angulaire de chaque &} sur V' = Nys/2(0)
soit bornée par /8. Alors, pour tout (¢,u) € K, x [i,i + 1/4] et tout p € V,

A6 0). 6w < 5. N
En effet, si g € V'\ N2ui+1/4d(0)a
Z(E1D), & (p) < £(&(p), (@) + £(£8(9), & (@) + £(&1 (), &1 (p)) < §+0+ g-

Les inégalités (1;) et (00;11/4) entrainent, pour tout (¢,u) € K, x [0,i+1/4] et
tout p € U,

Z(& (), & (p) < 3% - 3Z (Tig1/4)

Pour t € 0K, la remarque 8.12 montre que ’homotopie &}, u € [i,i + 1/4],
est completement stationnaire. En effet, I'intersection du saturé de D, avec le
domaine bordé par S (qui contient le support de I'homotopie) est un fibré en
intervalles sur D; sur lequel & est déja intégrable par hypothese pour tout
te oK, C K7L,

En outre, la méme remarque jointe a l'affirmation 8.18 assure que pour tout
t € K., ’'homotopie & est stationnaire sur Nl"i+1/4d(Fd)'

Comme les voisinages V' = Ny;5/2(0) des différents simplexes spéciaux o sont
deux a deux disjoints (par définition de § et d’apres laffirmation 8.16), on peut
leur appliquer le lemme 8.6 simultanément et on obtient des constantes d; 14,
Mit1/4 €t Ciy1/4,m indépendantes de o.

Déformation pres des autres simplexes

Soient maintenant ¢ un sommet de A4 n’appartenant ni & Fjy, ni a un sim-
plexe spécial, et V son dd/2-voisinage. Noter que V est disjoint des dd/2 voisi-
nages des simplexes spéciaus, de sorte que §Z+1/ * coincide avec & sur V pour
tout t € K,. On prend comme surface S 'intersection de V' avec un plan per-
pendiculaire a §§+1/ 4 (¢) pour un certain s € K. On fixe les axes de coordonnées
comme suit :
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- 0y(q) € §§+1/4(q) est orthogonal & S';
— 0z(q) € TS est orthogonal & f;’+1/4(q).

PR P LT

€1/

En combinant (£o), (¢4+1/4) et (fi41/4), on vérifie que la condition (*) est
satisfaite par tous les §Z+1/4, t € K,, pour = 0/8. Avec ces notations, on
démontre facilement un analogue de I'affirmation 8.17 qui produit des nombres
dit1/2, 1 = Hip1/2, k& = /2 — 0/8 et des disques D; qu’on peut prendre
indépendants de t et contenus dans le ;1 /4d-voisinage de ¢. Le lemme 8.6
donne alors une homotopie &%, u € [i + 1/4,i 4+ 1/2], de K,-champs de plans
ayant les propriétés suivantes :

— &} coincide avec £Z+1/4 hors de Ng,t,iﬂ/zd(q) :

ZH/Q est intégrable sur le yi;,1/2d-voisinage de ¢;
— ||&¢ || d,m est borné par une constante c;1/2,, pour tout m > 1 et tout
(t,u) € Ky x[0,i+1/2].
Quitte a réduire d;; 1/ pour que

2diq1/2¢i11/21 < 1 (®it1/2)

on peut faire en sorte (comme dans le cas des simplexes spéciaux) que pour tout
(t,u) € Ko x [i+1/4,i+1/2] et tout p € V,

wry ¢l p
2(& W) & ) < 7 (00i41/2)
Les inégalités (f;41/4) et (00;41/2) entrainent, pour tout (t,u) € K. x[0,i+1/2],

Z(&(p), () < 3% - g (Tig1/2)

Pour t € 0K, la remarque 8.12 montre une fois encore que 1’homotopie
& u € [i+ 1/4,1+ 1/2], est complétement stationnaire, D; étant contenu
dans N, ., ,d(q). Comme pour les simplexes spéciaux, on applique le lemme 8.6

simultanément au voisinage de tous les sommets.
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[Z)

z
e~
€+ 2y
ay

 E—

T

29

On considere a présent une aréte a de Ay n’appartenant ni a Fy, ni & un
simplexe spécial et on note V son dd/2-voisinage. On prend comme surface S

Iintersection de V' avec le plan contenant « et perpendiculaire & §§+1/ 2 (¢q) pour
un certain s € K,. On met en place des coordonnées adaptées : l'origine ¢ est
le milieu de a, le vecteur 9,(q) € féﬂ/ %(q) est orthogonal & S et le vecteur
9:(q) € T,S est orthogonal & €2 ().
D’apres (£o), (¢i41/2) et (fi+1/2), la condition (x) est satisfaite par tous les
Zﬂ/z, t € K., pour 6= 0/8. Cette fois encore, on peut démontrer un analogue
de I'affirmation 8.17 qui produit des nombres d; 3/4, it = ft;43/4, k = 7/2—0/8
et des disques D; qu’on peut prendre indépendants de t et contenus dans le
iy1/2d-voisinage de a.

Le lemme 8.6 donne alors une homotopie &%, u € [i + 1/2,4 + 3/4], de K,-
champs de plans ayant les propriétés qu’on devine. En particulier, pour ¢ €
OK., la remarque 8.12 montre une fois encore que 'homotopie &', u € [i +
1/2,i+ 3/4], est complétement stationnaire. En outre, pour tout ¢ € K., toute
courbe intégrale de §Z+1/ ’n 7 qui intersecte Dy rencontre N, ., ,q(0c) suivant
un intervalle, car IV, i /2(1(804) est formé de deux boules strictement convexes. 11
résulte alors de la méme remarque 8.12 que & = ZH/Q sur Ny, ., ,,a(0a) pour
tout u € [i + 1/2,7¢ 4+ 3/4]. Autrement dit, la déformation ne change rien sur
le pii11/2d-voisinage du 0-squelette et on peut donc effectuer les déformations
simultanément pres de toutes les arétes.

Soient enfin o une face non spéciale de Ay n’appartenant pas a Fy et V'
son dé/2-voisinage. On prend comme surface S 'intersection de V' avec le plan
engendré par o et comme origine ¢ le centre de . On fixe les axes de coordonnées

comme suit : A
- 0y(q) appartient a §§+3/ 4(q) pour un certain s € K, et fait un angle

maximal avec o ;

— 9:(q) est orthogonal & &;

La encore, tous les §Z+3/4, t € K,, satisfont la condition () pour 6 = /8. De

plus, o n’étant pas spécial, Z(&(p),o) > 6/2 pour tout (t,p) € K, x 0. Les
inégalités (00;1p/4), 1 < k < 3, et (0;43/4) (laissée en devinette au lecteur)

assurent alors que Z( Z+3/4(p), o) >0/2— 3> 6/4 pour tout (t,p) € K, x V.

+3/4((])-
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i+3/4
)

Cette observation permet de démontrer un analogue de I'affirmation 8.17
qui produit des nombres d;+1, p = pi+1, k = 0/4 et des disques D; qu’on peut
prendre indépendants de ¢ et contenus dans le p; 3,4d-voisinage de 0. Le lemme
8.6 donne alors une homotopie &%, u € [i + 3/4,i + 1], de K,.-champs de plans
ayant les propriétés qu’on imagine. Comme toute courbe intégrale de §Z+3/ N n
qui intersecte D; rencontre le j;13/4 voisinage de chaque aréte de o suivant
un intervalle, la déformation ne change rien sur Ny, , ,4(90). On peut donc
cette fois encore et pour la derniere effectuer les déformations simultanément
sur toutes les faces.

En faisant une telle construction pour tout i-simplexe K, de K*, on obtient
finalement une homotopie £“, u € [0,i + 1], de K'-champs de plans sur U, ce
qui conclut I'étape i + 1 de la récurrence (avec G%) C Nys/2(A3) \ Np,.ya(Fa)).

8.6 Désintégration de feuilles compactes

Les sections 8.1 a 8.5 démontrent la proposition 8.1 amputée de l'affirmation
3. Le lemme suivant, qui est une version a parametre d’une astuce de Thurston
dans [Th3], complete la preuve.

Lemme 8.19. Soit £ un K-champ de plans intégrable sur une variété a bord
N tel que pour tout t € K, aucune composante de ON ne soit une feuille de
&, et que pour toutt € L C K, le feuilletage défini par & soit tendu. Alors il
existe un lot de boules B C Int N et un K-champ de plans & sur N ayant les
proprietés suivantes :

~ & est homotope a & relativement ¢ K x Op(ON) UL x N ;

~ € est intégrable sur K x (N \ Int B) et presque horizontal sur K x B ;

~ pour tout t € K, le feuilletage & | N\Int B €st tendu et, pour tout t € K \ L,

il n’a méme aucune feuille compacte.

Démonstration. Pour un t € K fixé, on peut trouver un lot (fini) d’arcs dans
Int N transverses a & qui coupe toutes les feuilles de &. Quitte a prolonger
légerement chacun de ces arcs, le lot garde la méme propriété vis-a-vis de &;
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pour tout s voisin de t. Par compacité, I’espace des parametres K admet une
triangulation telle que, pour tout simplexe K, il existe un lot A, C Int N d’arcs
(fixes) transverses a tous les &, t € K., et coupant toutes les feuilles de tous ces
feuilletages. L’idée est de perturber &, t € K, en grimpant sur le squelette de
cette triangulation.

On illustre la construction dans le cas particulier ot K = [0,1], L = {0, 1},
et la triangulation de K a une unique aréte K, = K. Si A désigne 'un des
arcs transverses du lot associé, on peut supposer tous les &; tangents a D? x {-}
sur un voisinage C = D? x D! de 4, ot A = {0} x [~1/2,1/2]. Soient D
et D_ deux petits disques dans D? et P = D? \ Int(D; U D_). On commence
par décrire la déformation de & sur P x D' € C. Soit f,, u € [0,1], un chemin
de difféomorphismes de D' valant ’identité pres du bord, tels que fy = Id et
fu(z) > x si x € [-1/2,1/2] pour tout u > 0. On construit une homotopie
& | pxpr de K-champs de plans intégrables telle que :

= &% | pxpr =& | pxpr ;

— & | pxpt = & | pxpt pour tout w € [0,1],4=0,1;

— pour tout (t,u) € [0,1]2, le feuilletage £*|pyp1 est transverse & D!, coincide

avec & au voisinage de 9(D? x D) NP x D!, et induit sur 9D, x D!,

OD_ x D' et OD? x D' des feuilletages d’holonomie Fottyus fp_(:)u et Id

respectivement, ot p: [0,1] — Ry désigne une fonction lisse ne s’annulant
qu’en 0 et 1.
On prolonge facilement £*|pyp1, u € [0, 1], en homotopie de K-champs de plans
sur C' = D? x D! relative & (K x OpdC) U (L x C), les £* n’étant par contre
plus intégrables sur Dy x D! pour (¢t,u) ¢ ([0,1] x {0}) U ({0,1} x [0,1]). On
note B4 une boule obtenue en arrondissant les angles de Dy x D!,

Si € désigne le K-champ de plans sur N obtenu en effectuant la perturbation
ci-dessus au voisinage de chaque arc A, et B le lot constitué de 'union des boules
By, € est intégrable sur K x (N \ Int B) et presque horizontal sur K x B. Les
feuilletages & = & et & = & sont tendus par hypotheése. Pour tout ¢ €]0, 1],
chaque feuille du feuilletage défini par & sur N \ Int B rencontre le bord d’une
boule By dans la région centrale ou le feuilletage spirale (de —1/2 4 1/2 € D1).
Elle est donc non compacte et on trace facilement sur 0B+ une transversale
fermée qui la coupe. O
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