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Géométries et Dynamiques Riemanniennes
et Pseudo-riemanniennes, et Applications BENOIT KLOECKNER

Produits scalaires
pseudo-euclidiens

1 Formes bilinéaires et quadratique

1.1 Définition

On se place sur un espace vectoriel réel £ de dimension finie n.

Définition 1 — Une application ¢ : E x E — R est appelée forme bi-
linéaire symétrique sur I si elle est linéaire en chacune de ses variables et
vérifie

<;5(x,y) = qﬁ(y,x) Vz,y € E. (1)

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £. On défini sur E une fonc-

tion Q4 par
Qu(z) = dlz,2) Va € E. (2)

On dit que Q4 est la forme quadratique associée a ¢ et que ¢ est la forme
polaire de Q4.
Comme ¢ et Q4 sont reliés par la relation

Bz.y) = 1(@Qole +3) ~ Qolw —y)) Vay € B 3

il y a unicité de la forme polaire.

Exemples : Le produit scalaire canonique

((331, ey il’?n), (ylv ce 71/71))  T1Y1 + TaY2 + -+ TpYn



est une forme bilinéaire symétrique sur R™. L’application

((117552)7 (Y1, 1/2)) > T1Y2 + Y172

en est une sur R? qui a un comportement bien différent : sa forme quadratique
est donnée par ¢(x1,23) = 22122, certains vecteurs ont donc une image nulle ou
négative.

1.2 représentation matricielle

Définition 2 — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et B = (e, ..., ey)
une base de E. On note ¢; j = ¢(e;,ej), la matrice n x n dont ce sont les
coefficients est notée Mg et appelée matrice de ¢ dans la base B.

Comme ¢ est symétrique, M g lest également.

Si X et Y sont les vecteurs colonne de R™ exprimant les coordonnées
dans la base B de vecteurs x = ) x;e;, y = > y;e; de E, la bilinéarité de ¢
entraine :

dla,y) = 'XMEY = ¢y jxi;. (4)
0]
donc Mg détermine entierement ¢. C’est la seule matrice vérifiant (4) pour
tous les couples de vecteurs de E.
Soit B’ = (€, ...,e]) une autre base de F, P € GL(n,R) la matrice de

rEn
changement de base de B & B’ et X’ les coordonnées de z dans B’, de sorte

que X = PX'.
On a alors ¢(z) = 'XMQY = 'X"'PMZPX’ donc :

Mg, = tPMGP. (5)

Ainsi, le rang de M, g ne dépend pas de B.

Le déterminant de Mgf, lui, dépend de B mais pas son signe (€ {—1,0,1})
qu’on appelle parfois discriminant de ¢.

L’expression (4) montre qu'une forme quadratique est toujours (et en
toute base) un polynoéme homogene de degré 2 en les coordonnées du vecteur
considéré.

Inversement I’identité de polarisation (3) permet de voir que tout po-
lynéme homogene de degré 2 est une forme quadratique.

2 Description des produits scalaires

2.1 Définition

Définition 3 — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E& dont on note
Q la forme quadratique. On dit que ¢ est :



— positive [négative| si Q(x) = 0 [< 0] pour tout x € E;

— définie positive [définie négative] si Q(x) > 0 [< 0] pour tout x # 0 ;

— non dégénérée si aucun vecteur x # 0 ne vérifie p(x,y) =0 Yy € E.
On appelle produit scalaire (pseudo-euclidien) une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée.

On appelle produit scalaire euclidien un produit scalaire qui est défini
positif. Dans la littérature, la terminologie peut varier, il est donc important
de noter qu’ici « produit scalaire » signifie seulement « forme bilinéaire
symétrique non dégénérée ».

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F.

On dit que ¢ est définie si elle est définie positive ou définie négative,
qu’elle est semi définie si elle est positive ou négative.

1l faut noter que ¢ est non dégénérée si et seulement si elle est de rang n,
i.e. si son discriminant est non nul. Si ¢ est définie, elle est nécessairement
non dégénérée.

Si ¢ est définie, positive ou négative, et si F' est un sous-espace de I, la
restriction de ¢ a F' x F' notée ¢|r garde cette propriété. Mais si ¢ est non
dégénérée, il peut tres bien exister un sous-espace F' de E tel que ¢|p soit
dégénérée (il y en a méme toujours si ¢ n’est pas définie : 'espace engendré
par un vecteur non nul vérifiant Q(z) = 0 en est un exemple). Ainsi un
produit scalaire non euclidien n’induit pas un produit scalaire sur tous les
sous-espace de E. On introduit en conséquence la terminologie suivante.

Définition 4 — On dit d’un sous-espace ot la restriction de ¢ est non
dégénérée qu’il est non dégénéré.

De méme, on dit d’un espace ou la restriction de ¢ est définie posi-
tive, définie négative, positive ou négative qu’il est lui-méme respectivement
défini-positif, défini-négatif, positif ou négatif.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz ¢(z,y)? < Q(x)Q(y) et I'inégalité tri-
angulaire Q(x + y)% < Q(m)% + Q(y)%, connues dans le cas euclidien, se
prolongent au cas positif mais pas au cas général.

2.2 Orthogonalité et isotropie

Définition 5 — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et x, y des
vecteurs. On dit que x ety sont orthogonaux et on note x L y si ¢p(x,y) = 0.
Un wvecteur est dit isotrope s’il est orthogonal a lui méme.
L’ensemble des vecteurs isotropes est appelé cone isotrope de ¢.
L’ensemble des vecteurs orthogonauz a tous les vecteurs de E est appelé
le noyau de ¢.



La relation d’orthogonalité est bien entendu symétrique.
Le cone isotrope est réduit a 0 si et seulement si ¢ est définie. Le noyau
est réduit a 0 si et seulement si ¢ est non dégénérée.

Définition 6 — Soient F' et I des sous-espaces de E. On dit que F et I
sont orthogonaux et on note F' 1 I si tout vecteur de 'un est orthogonal a
tous les vecteurs de 'autre.

On appelle orthogonal de F' et on note F- ’ensemble des vecteurs de F
qui sont orthogonauz a tous les vecteurs de F'.

On dit de F qu’il est totalement isotrope s’l est inclu dans le cone
isotrope.

Ainsi le noyau de ¢ n’est rien d’autre que E-*.

La bilinéarité de ¢ fait de I'orthogonal de F' un sous-espace vectoriel de
F, mais en général ce n’est pas un supplémentaire de F'. On garde tout de
méme du cas euclidien le résultat suivant.

Lemme 7 — Si ¢ est un produit scalaire et si F' est un sous-espace de F,
on a dim F + dim F+ =n et (FJ-)J' =F.

DEMONSTRATION : Soit (e1,...,ex) une base de F' que 'on compléte en une
base (e1,...,e,) de E. Un vecteur > x;e; est orthogonal & F' si et seulement
si il vérifie
n
d iz =0 V1<i<k
j=1
qui est un systeme linéaire de rang k car ¢ étant non dégénéré sa matrice

est inversible. Donc la dimension de F+ est n — k ou k est la dimension de
F.

Il est clair que F' L F*, donc F C (FL)L. Mais dim (FL)L =n—(n—
dim F') = dim F' donc en fait F' = (FJ-)J'. [
Lemme 8 — Soit ¢ un produit scalaire sur E et F' un sous-espace. Alors

F est non dégénéré si et seulement si B = F @ FL. De plus F est non
dégénéré si et seulement si F- lest.

DEMONSTRATION : Comme dim F4+dim F+ = n, E = FGFL si et seulement
si FNF' =0, donc si et seulement si il n’y a aucun vecteur non nul de F
orthogonal a tous les vecteurs de F', ce qui est la définition d’un sous-espace
non-dégénéré.

Enfin, comme (F J-)l = F, F est non dégénéré si et seulement si F-
I'est. [ |



2.3 Bases orthonormales

Soit ¢ une forme bilinéaire. On appelle carré de x le nombre ¢(zx,x).
On appelle norme de x le nombre |¢p(x, x)|1/2. Cette appelation est abusive,
puisqu’en général ce n’est pas une norme. Un vecteur est unitaire s’il est de
norme 1.

On dit d’une famille de vecteurs de F qu’elle est orthogonale si les vec-
teurs qui la composent sont deux a deux orthogonaux. Si ¢ est un produit
scalaire et si de plus les vecteur sont unitaires, on dit que la famille est
orthonormale.

Dans le cas pseudo-euclidien, on voit facilement qu’'une famille ortho-
normale est toujours libre. Ainsi on appelle base orthonormale une famille
orthonormale a n éléments.

Proposition 9 — Tout produit scalaire admet une base orthonormale.

DEMONSTRATION : Soit ¢ un produit pseudo-euclidien. Comme ¢ est une
forme bilinéaire non dégénérée, il existe un vecteur e; tel que ¢(e,er) # 0.
Quitte a remplacer e; par un de ses multiples on peut supposer que e; est
unitaire.

Raisonnons par récurrence sur la dimension n de E. Si E est de dimension
1, (e1) en est une base, orthonormale pour ¢. Si E est de dimension au moins
2, comme l'espace (e1) engendré par e; est non dégénéré, d’apres le lemme
8 l'espace {e1)’ est non-dégénéré et E = (e1) @ (e1)*. Alors Bl (eyy L est un
produit pseudo-euclidien de dimension n — 1. Par hypothese de récurrence
il existe une base orthonormale (e, ..., e,) de (e])*, et (e1,...,e,) est une
base orthonormale de F. [ |

On voit de la méme maniére que toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base orthormale car elle engendre un sous-espace non
dégénéré.

Soit (e1,...,e,) une base orthonormale pour ¢. La matrice de ¢ dans
cette base a pour coefficients ¢; ; = ¢(e;,e5) = 5fej ol 65 vaut 1sii =jet 0
sinon et £; = ¢(ej, e;) = £1. Elle est donc diagonale et tous ses coefficients
diagonaux valent plus ou moins 1.

On note p le nombre de 1 et g le nombre de —1 qui apparaissent parmi
les €. Le couple (p, q) est appelé signature de ¢.

Lemme 10 — La signature de ¢ est bien définie, c’est-a-dire ne dépend
pas de la base orthonormale considérée.

DEMONSTRATION : Supposons qu'’il existe une base orthonormée (e}, ..., e)
pour laquelle ¢ a une signature (p',¢') # (p, q)-



Comme p+q = p'+q¢' = n, on aurait p’ > pou ¢ > ¢q. Quitte & considérer
—¢, on peut supposer p’ > p.

Alors il existe un sous-espace F/, de dimension p’ sur lequel ¢ est définie
positive et un sous-espace E_ de dimension n — p sur lequel ¢ est définie
négative. Comme p' +n —p >n, E', N E_ # 0 et il existe un vecteur x tel
que ¢(x, ) est a la fois strictement positif et strictement négatif, ce qui est
absurde. [ |

Finalement, ce qui précede permet d’établir le résultat suivant.

Théoréeme 1 — Soit ¢ un produit pseudo-euclidien. Alors il existe une
unique paire d’entiers (p,q), appelée signature de ¢, telle qu’il existe une
base B de E dans laquelle la matrice de ¢ soit

= (g 5) ©

ou I, désigne la matrice unité de dimension k.

Remarque : On s’est limité au cas non dégénéré, mais on pourrait énoncer un
résultat similaire pour une forme bilinéaire symétrique quelconque : il existe une
base dans laquelle sa matrice est diagonale avec des coefficients diagonaux égaux a 1,
—1 ou 0. La signature comporte alors trois nombres p, ¢, 7 donnant respectivement
le nombre de 1, de —1 et de 0 sur la diagonale. Le rang de la forme bilinéaire
considérée est p + ¢ et c’est un produit scalaire si et seulement si r = 0.

2.4 Traduction dans P’écriture polynémiale

Soit ¢ un produit scalaire, @ sa forme quadratique, (e;); une base ortho-
normale. On note comme précédemment ¢; = Q(e;) = £1.
Pour tout vecteur z € E, comme ¢ est non dégénéré et que pour tout j

on a (b(CU - Zsi¢(xvei)eia ej) =0,
T = ZEM(I,ei)@i (7)
i=1

Ainsi on a

Qz) =) cip(z,e;)” (8)
=1

et on voit que la forme quadratique de ¢ s’écrit sous la forme Q = > il? ou
les I; forment une base du dual £* de E. Autrement dit, il existe une base de
E dans laquelle on peut écrire Q(z) = Y 422 ot les z; sont les coordonnées
de x dans la base en question.



Donnons une méthode pratique pour établir une telle écriture a partir
de la donnée de Q. Dans une base B = (e;); quelconque, on peut écrire
Q(zx) sous la forme d’un polynéme homogene de degré 2 en (x1,...,xz,), les
coordonnées de x dans B.

Si Q(x) admet un terme carré, de la forme ax
dans le cas ¢ = 1 pour simplifier écriture)

Q(I) - ax% + Ilpl(x% cee 7xn) + Ql(x27 s 7xn)

ou P; est un polyndéme homogeéne de degré 1 donc représente une forme
linéaire et Q'(x) est un polynéme homogene de degré 2 en zg, ...z, donc
représente une forme quadratique sur I'espace engendré par es,...,e,. On
écrit ensuite

2

¢, on écrit (en se placant

2

a

—LP(z9,...,20)% + Q' (22,...,7p)
ou on observe que ﬁ = =+1, \/m:vl + @Pl
linéaire sur F, —ﬁPl (22, ..., 2,)% + Q' (x2,...,2,) est une forme quadra-
tique sur le sous-espace engendré par es,...,e,. Il suffit ensuite d’itérer le
procédé.

Si Q(x) n’admet pas de terme carré et est non nul, il admet un terme
rectangle de la forme bx;x;. On effectue alors le changement de variable
_ xitxy _ Xi—T . . N N .
y = =52, z = =51, ce qui revient a se placer dans la base obtenue a partir
de B en remplacant e; par e; + e; et e; par e; — ej. L'expression de Q(z)
dans la nouvelle base présente alors un terme carré by? et on est ramené au

cas précédent.
Cette méthode fonctionne sans utiliser I’hypothese de non dégénérescen-
ce, et permet donc de démontrer la remarque du théoreme 1.

Qz) = o ( la|z1 + \émpl(:cg, ey Ty)

(xgy...,xy) est une forme

2.5 Interprétation de la signature

Dans cette section on ne parle que de produits scalaire, mais on dispose
de résultats analogues dans le cas dégénéré.

On dit que deux produits scalaires ¢1 et ¢o sur des espaces vectoriels Ey
et Fo sont équivalents s’il existe un isomorphisme a : £ — FEs qui envoie
I'un sur lautre, c’est-a-dire telle que pour tout couple (z,y) € E% on ait
d1(z,y) = d2(alx), a(y)).

D’apres le théoreme 1, deux produit scalaires sont équivalents si et seule-
ment si ils ont méme signature. La signature traduit donc complétement
les propriétés d’un produit scalaire ; par exemple le discriminant de ¢ vaut
(—1)%. Des signatures opposées (p,q) et (q,p) sont semblables puisque si
I'une est la signature de ¢, I’autre est celle de —¢. En général on se contente
donc d’étudier le cas ou p > q.



Proposition 11 — Soit ¢ un produit scalaire de signature (p,q). Alors il
est défini positif si et seulement si ¢ = 0, il est défini négatif si et seulement
stp=0.

DEMONSTRATION : 11 suffit de voir que si p et ¢ sont tous les deux non nuls,
il existe nécessairement un vecteur isotrope. Or il existe alors deux vecteurs
unitaires orthogonaux e et e_ de carrés respectifs 1 et —1. Alors e, +e_ est
non nul et la bilinéarité donne ¢(e;+e_, ey +e_) = ey, eq)+2¢(eq, e )+
¢le—,e—) =1+4+0—1=0donc e; + e_ est isotrope. ]

Proposition 12 — Soit ¢ un produit scalaire de signature (p,q). Alors p
est la plus grande dimension possible pour un sous-espace défini positif, q
est la plus grande dimension possible pour un sous-espace défini négatif et
min(p, q) est la plus grande dimension possible pour un espace totalement
1sotrope.

DEMONSTRATION : Il est facile en considérant une base orthonormée de voir
qu’il existe un sous-espace défini positif de dimension p et un sous-espace
défini négatif de dimension ¢. De plus s’il existait un sous-espace défini
positif ou négatif de dimension plus grande, comme dans la démonstration
du lemme 10 il existerait un vecteur de carré a la fois positif et négatif.

Pour les sous-espaces isotropes, on utilise la méthode de la démonstration
de la proposition 11. Soit ! = min(p, ¢). Une base orthonormale nous doune
en particulier une famille orthonormale libre de vecteurs

+ - o+ - + -
(el.el.e5,e5,...,¢,¢)
ou les ej sont de carré 1 et les e; de carré —1. Alors la famille
+ —
(ef +e h<ig

est libre, orthogonale et formée uniquement de vecteurs isotropes donc 'es-
pace qu’elle engendre est totalement isotrope de dimension I.

Maintenant s’il existait un espace totalement isotrope de dimension plus
grande, il intersecterait non trivialement tout espace défini (négatif ou posi-
tif) de dimension maximale (> n —1) donc il existerait un vecteur de norme
a la fois nulle et strictement positive ou négative. [ |



3 Groupes orthogonaux

Etant donné un produit scalaire ¢ sur F, on s’intéresse au groupe O(¢)
des endomorphismes qui préservent ¢ (on parle d’isométries).

Remarquons que préserver ¢ est équivalent & préserver sa forme quadra-
tique @. Un sens est évident, 'autre découle de I'identité de polarisation.

Soit B une base de F et M la matrice de ¢ dans cette base. Alors si
X et Y sont les vecteurs coordonnées d’éléments x et y de F/, on a vu que
o¢(z,y) = 'XMY. Soit a une application linéaire de E dont on note A la
matrice dans la base B. Alors a préserve ¢ si pour tous les couples de vecteurs
de FE on a ¢(a(x),a(y)) = ¢(x,y), autrement dit si ‘AMA = M.

D’apres le théoreme 1 il existe une base pour laquelle M = I, , ou (p, q)
est la signature de ¢. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 13 — On note O(p,q) le groupe des matrices réelles carrée A
de dimension n (ot n =p+ q) telles que

tAIp,qA =Ipg (9)

On note SO(p,q) le groupe des matrices de O(p,q) dont le déterminant
vaut 1. On note SOq(p,q) et on appelle groupe orthochrone la composante
conneze de lidentité dans O(p,q).

On défini de fagon semblable SO(¢) et SOg(¢).

L’équation (9) montre que O(p,q) € GL,(R).

On peut montrer (voir par exemple [1]) que O(p,q) est homéomorphe &
O(p) x O(q) x RP? et que par conséquent il possede 4 composantes connexes.
Grace au théoreme 1 il est facile de voir que O(p,q) contient un sous-groupe
isomorphe & O(p) x O(q) et que SO(p,q) contient un sous-groupe isomorphe
a SO(p) x SO(q).

Comme dans le cas euclidien, on peut caractériser les éléments de O(p,q)
par leur action sur les bases.

Proposition 14 — Soit (eq,...,e,) une base de E orthonormale pour ¢.
Un endomorphisme a de E est une isomélrie si et seulement s’il envoie
(e1,...,ey) sur une base orthonormale pour ¢ en respectant le carré de ses
éléments (Q(ale;)) = Q(e;) pour tout 7).

DEMONSTRATION : Il suffit de considérer ’écriture matricielle : action d’un
endomorphisme correspond exactement a un changement de base. [ |

Une conséquence importante de ce résultat est la transitivité de ’action
de O(¢) sur les courbes de niveau de @ : étant donnés deux vecteurs non



nuls de méme carré il existe toujours un endomorphisme de O(¢) qui envoie
I'un sur 'autre.
Il n’y a donc pas de direction privilégiée, d’ « axe » du cOne isotrope.

Proposition 15 — Si ¢ est un produit scalaire de signature (p,q) avec
p > 1 et qg > 1, alors SOy(¢) est également transitif sur les courbes de
niveau de Q).

DEMONSTRATION : Pour fixer les idées, on va faire la démonstration dans
le cas de deux vecteurs e et f de méme carré positif. Quitte & multiplier e
et f par une méme constante, on suppose qu’ils sont unitaires.

On commence par compléter e en une base orthonormée (e;); ol e = e;
et les p premiers vecteurs sont de carré positif. Alors on peut écrire

= Zfﬁiei + Zyiei

1P i>p

avec 23 + -+ + a5 — Y2, — - — yp = 1. Comme SO(p) est transitif sur la

sphere unité de I'espace euclidien de dimension p, il existe un élément de
SOp(¢) qui envoie e sur le vecteur

1
! E: 252:
€:< .’13Z) ZT;€;
i<p

en agissant trivialement sur les e; pour ¢ > p. On se ramene ainsi au cas ou
e/ = ey (voir figure).

Passage de e & €/. C est le cone iso-
trope, D le sous-espace défini positif
engendré par les (e;)i<p-

On peut alors écrire f = ce; +Zi>p yie;. Alors f—ceq est orthogonal & e
et quitte a se placer dans une nouvelle base orthonormale on peut supposer
que f s'écrit f = ceq + se,, avec nécessairement c? — 5% = 1.

11 existe donc un réel ¢y tel que ¢ = cosh(ty) et s = sinh(tp). La famille a;
d’isométries définie par a;(e;) = e; pour ¢ # 1 et i # n, ar(e1) = cosh(t)e; +

10



sinh(t)e, et ai(e,) = sinh(t)e; + cosh(t)e, constitue un chemin continu
d’isométries entre l'identité et ay,, qui envoie €’ sur f. [ |

La situation est différente si ¢ = 1, ce cas est traité a la section suivante.

4 Le cas lorentzien

Un cas particulier trés étudié car il est au cceur de la théorie de la
relativité est le cas pseudo-euclidien le plus proche du cas euclidien, ¢’est-a-
dire la signature (p, 1).

Définition 16 — On appelle produit scalaire lorentzien (ou parfois seule-
ment produit lorentzien) un produit scalaire de signature (p,1).

Un produit lorentzien a des droites isotropes mais pas de plan totalement
isotrope. Il a des droites définie négatives mais aucun plan défini négatif.

L’ensemble des vecteurs de carré négatif est divisé en deux composantes
connexes, donc la conclusion de la proposition 15 n’a pas lieu : 'action de
SOp(p,1) n’est pas transitive sur 'ensemble des vecteurs de carré —1.

Cette propriété est fondamentale, car elle correspond a I'orientation du
temps.

Définition 17 — Soit ¢ un produit lorentzien sur E. On dit d’un vecteur
x qu’il est :

— de type temps si son carré est strictement négatif ;

— de type lumiere si son carré est nul (i.e. si x est isotrope) ;

— de type espace si son carré est strictement positif.
On dit qu’un sous-espace est de type temps, lumiére ou espace si toutl ses
vecteurs mon nuls sont de ce type.

Ainsi, un sous-espace isotrope est appelé, dans le cas lorentzien, sous-
espace (droite, en fait) de type lumiére. De méme on appelle cdne de lumiére
le cone isotrope.

Un choix de l'orientation du temps correspond au choix d’une des deux
composantes de ’ensemble des vecteurs de type temps. Cette composante
est alors appelée avenir tandis que 'autre est appelée passé.

11
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