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Résumé. Le but de cette Note est de trouver toutes les variétés anti-de Sitter compactes de
dimension 3 possédant un champ de Killing non trivial.

Anti-de Sitter 3-manifolds with non-trivial Killing field

Abstract.  The aim of this Note is to find all compact 3-dimensional anti-de Sitter manifolds
admitting a non-trivial Killing field.

Abridged English Version

Anti-de Sitter manifolds are Lorentz manifolds with constant negative curvature. The three-
dimensional ones are modeled on PSL,(R) = PSL, endowed with its Killing form, whose isometry
group is essentially G = PSLs x PSLs, acting by multiplication on the left and by multiplication
of the inverse on the right.

The first examples of closed anti-de Sitter 3-manifolds are obtained by quotienting the universal
covering PSLy of PSLy, by one of its discrete cocompact subgroups I acting by multiplication on
the left. Non-standard deformations of such examples have been discovered by E. Ghys and W. M.
Goldman (see [4] and [6]). They are obtained as quotients of PSL2 by Graph(F p) = {(z, p(x)),
€T € D where p is a representation of I, near the trivial representation and with an abelian image
in PSLy. The aim of this Note is to show how far such deformations of the trivial representation
can be extended.

B. Klinger recently generalised a result of Y. Carriére and showed that Lorentz structures with
constant curvature are geodesically complete (see [3] and [7]). So the universal cover of anti-de Sitter
3-manifolds is PSL 2 and the study of such closed manifolds reduces to an algebraic problem on
quotients of PSLQ by discrete isometry subgroups acting freely, properly and cocompactly.

In fact, Kulkarni and Raymond showed (see [9]) that such a manifold is obtained, up to finite
cover, as a quotient of PSLy by a subgroup of &, Graph(I', p) = {(z, p(x)), # € T'}, where T is a
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subgroup of PSL, isomorphic to the fondamental group of a closed surface, and p is a representation
of this subgroup in PSLs.
If such a group acts properly, freely and cocompactly, the representation will be called admissible.
A Killing field on a Lorentz manifold is a vector field generating an isometric flow. Since non-trivial
Killing fields on PSL, are those fields generated by one-parameter subgroups of G, the study of
closed anti-de Sitter 3-manifolds admitting a non-trivial Killing field reduces to finding all admissible
representations in one-parameter subgroups (i.e. abelian subgroups).

THEOREM 2.1 [Classification of abelian admissible representations|. — Admissible representations p
in one-parameter subgroups are:

o all elliptic or parabolic representations,
. . . [fevrz 0 L
e hyperbolic representations p such that p(7y) is 0 o—u(r)/2 (up to conjugation) and

u € Hom(L. R) is in the open unit-ball of the stable norm (see [1] and 3.2 further) || ||, of H'(S, R).

CoroLLARY 2.2 [Classification of closed anti-de Sitter 3-manifolds admitting a non-trivial Killing
field]. - Up to finite cover, these are quotients of PSLo by the graph of a representation of a
subgroup T described in the theorem 2.1.

1. Introduction

Les variétés anti-de Sitter sont les variétés lorentziennes & courbure négative constante. En
dimension 3, elles sont modelées sur PSLo(R) (noté PSLy) muni de sa forme de Killing, dont
le groupe d’isométrie est essentiellement G = PSLy x PSLo, qui agit par multiplication a gauche,
et par multiplication a droite par I'inverse.

Les premiers exemples de variétés anti-de Sitter fermées de dimension 3 sont obtenus en quotientant
le revétement universel PSLo de PSL» par un de ses sous-groupes discrets cocompacts r agissant
par multiplication a gauche. Les déformations non-standards de tels exemples ont été découvertes
par E. Ghys et W. M. Goldman (voir [4] et [6]). Elles sont obtenues en quotientant PSL‘) par
Graph([,p) = {(#. p(x)). @ € T}, ol p est une représentation de I, proche de la représentation
triviale et a image abélienne dans PSL,. Le but de cette note est de montrer jusqu'ou de telles
déformations de la représentation triviale peuvent étre prolongées.

B. Klinger a généralisé récemment un résultat de Y. Cariére et a montré la complétude des structures
lorentziennes a courbure constante (voir |3] et |[7]). Ainsi, le revétement universel des variétés anti-de
Sitter de dimension 3 est PSLZ, et 1'étude de telles variétés fermées se rameéne a un probléeme
algébrique sur les quotients de PSL, par des sous-groupes discrets d’isométries agissant librement,
proprement et de fagcon cocompacte.

En fait, Kulkarni et Raymond ont montré (voir [9]) qu’'une telle variété compacte est obtenue,
modulo un revétement fini, comme quotient de PSL, par un sous-groupe de G, Graph(T, p), ou
I’ est un sous-groupe de PSL,, isomorphe au groupe fondamental d’une surface fermée, et p une
représentation de ce sous-groupe dans PSL,.

Si un tel groupe agit proprement, librement et donne un quotient compact, la représentation sera
dite admissible.

Un champ de Killing sur une variété lorentzienne M est un champ de vecteur engendrant un flot
isométrique. Comme les seuls champs de Killing non triviaux sur PSL, sont ceux engendrés par
les sous-groupes a un parametre de G, I'étude des variétés anti-de Sitter de dimension 3 admettant
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un champ de Killing non trivial équivaut & trouver toutes les représentations admissibles dans des
sous-groupes & un parametre (i.e. les sous-groupes abéliens).

Notations. — Si A est un élément de SLy(R), son image dans PSL, sera notée [A]. La matrice 2-2
diagonale de diagonale (¢!, e~!) sera notée Exp(l) de méme que sa projection dans PSL,.

Le demi-plan de Poincaré H? sera muni de la distance hyperbolique dg-.

Dorénavant, I" sera un sous-groupe de PSL, discret cocompact sans torsion, ¢’est-a-dire isomorphe
au groupe fondamental d’une surface S = H?/T". A chaque élément v de T' est associée une
géodésique fermée sur S dont la longueur inf, ¢ d(z,v(x)) = 2¢h(1/2 tr(y)) sera notée #(~y).

2. Principaux résultats

THeoREME 2.1 [Classification des représentations abéliennes admissibles]. — Les représentations
admissibles p dans des groupes a un parametre sont :

o toutes les représentations elliptiques ou paraboliques,

e les représentations hyperboliques de la forme p(~) = Exp(u(y)/2) (@ une conjugaison prés) telles
que uw € Hom(D', R) appartienne a la boule unité ouverte de la norme stable (voir [1] et 3.2 plus
bas) || ||, définie sur H'(S, R).

CoroLLAIRE 2.2 [Classification des variétés fermées anti-de Sitter de dimension 3 admettant un
champ de Killing non trivial]. — Modulo revétement fini, ce sont les quotients de PSLy par le graphe
d’une représentation d’un sous-groupe " décrite dans le théoréme 2.1.

Interprétations. — Dans le cas d’une représentation dans un sous-groupe a un paramétre, le flot
engendré par ce sous-groupe dans PSL, passe au quotient. Ainsi, dans le cas hyperbolique, 4 chaque
élément v € I est associée une orbite périodique dans le quotient de période | t(vy) — |u(~)] |, ob #(+)
est la longueur de la géodésique fermée dans S associée a y. Lorsque I’on déforme la représentation
triviale le long d’une représentation abélienne hyperbolique, la dégénérescence est obtenue seulement
lorsqu’il apparait un & de H,(S, R) tel que w(h) = 1. Pour les points rationnels h, cette condition
exprime le fait qu’une géodésique fermée dans le quotient devient de période nulle. De plus, il n’y a
pas de régénérescence (i.e. pas de représentations admissibles telles que ¢(7y) — ju(v)| < 0).

THEOREME 2.3. — L’ensemble des représentations admissibles est un ouvert de Hom(I', PSLo).
3. Démonstrations

3.1 Démonstration du théoréme 2.3

On note 7 I’application de revétement lorentzien de PSL, sur PSL,, et G le groupe PSL2 X PSL2
quotienté par le sous-groupe engendré par (h, k), ol h est un générateur du centre de PSL,; c’est un
sous-groupe d’indice 4 du groupe des isométries lorentziennes de PSLg Soit py une représentation
admissible de I', Graph(I', py) son graphe dans G = PSL; x PSL, et {al,. g, b1y, bg ) un
systtme de générareurs de I'. Soient a;, 5;, polai), /)0(61) des releves a PSL» respectivement
de a;, b, polai), po(bi); alors le relevé de Graph(T',py) a G, Graph(T po) est engendré par
{[(@i, po(a:))]. [(bi, po(b:))], [(hid)], i € {1,g}}.

La variété My = PSL,/Ty est ainsi munie d’une (G, PSLQ) structure, donc d’une application
développante, Dev : PSL2 M, — PSL9 qui est un diffémorphisme local équivariant par rapport au
morphisme d’ holonomie fy € Hom(m; (M), G) (voir [10 et [6]). Ici I’holonomie est un isomorphisme
de m(My) sur Graph(I', py). D’aprés un principe observé par Ehresmann (voir [10], [6] et [5]), il
existe un voisinage U de kg dans la variété réelle-analytique Hom(m; (My), G) tel que tout élément
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de U soit 'holonomie d’une (G,Pﬁz)-structure sur Mp. Il existe donc un voisinage W de po
dans Hom(I', PSL;), tel que toute représentation de W donne un isomorphisme de Graph(I', po)
sur Graph(F,p) proche de I'identité, et donc un isomorphisme h, de m1(My) sur Graph(T, p)
dans U. De plus, toute structure lorentzienne de courbure constante est complete (voir [7]); donc
la nouvelle application développante, d’holonomie h,, est un revétement, donc un difféomorphisme
de PSL, sur lui-méme qui envoie m(Mp) sur h,(m1(Mo), qui est le relevé a G du graphe de p
dans G. Ainsi, I’SL2/7r1(M0) My est difféomorphe 2 PSLg/h (m1(My) = PSLs/Graph(T, p),
p est donc admissible.

3.2 Démonstration du théoréme 2.1

Remarque. — Comme Graph(T', p) est discret dans G et sans torsion, la liberté de son action sur
PSLs découle de la propreté.

Soit p une représentation abélienne telle que Graph(L', p) agisse proprement, librement sur PSL,.
Le revétement universel du quotient M, est topologiquement R* et son groupe fondamental m1(M,,)
est isomorphe au groupe fondamental de la variété compacte PSL,/I". Ainsi, Hs(m(M,), R) # 0
et I'action de Graph(I',p) est cocompacte.

Le probléme d’admissibilité est invariant par conjugaison de p par un élément de PSL,.

3.2.1 Cas elliptique ou parabolique

Dans le cas elliptique, on peut construire sur PSL, une métrique riemannienne ¢ invariante par
Graph(TI', p) qui agit alors de fagon propre comme sous-groupe discret des isométries de g.

0 1

Le Cas parabolique, modulo une conjugaison, ramene 2 : -+ [(1 u(v) )] ot # € Hom(T', R).

Or, en conjugant p par Exp(—{), le morphisme u est changé en w - ¢~2'. Ainsi, p est conjuguée 2 une
représentation proche de la représentation triviale. On conclut alors par le théoréme 2.3 (voir [6] et [5]).
3.2.2 Cas hyperbolique
On va utiliser un critere dd, dans le cas général, 2 Y. Benoist (voir [2]).

Lemme: 3.1 [Critére de propreté]. — Le sous-groupe Graph(T', p) de G agit proprement sur PSLy si
et seulement si : (1) limyy oo [{(7) = U(p(7))| = 400, 0 I(7y) = dy=(7,7(2)).

Démonstration. — Remarquons que, si v € PSL, est tel que v = O;. Exp(l/2) O, avec Oy,
0, € PSO(2), alors | = I(vy), que { est sous-additive et que /() = I(y~!). Si K est un compact
de PSL,, pour tout x dans K, [(yzp(y)™1) > |I(v) = U(p(7))] — max{ I(y ,y € K'}; I’action donc
est propre si (1) est vérifié.

Réciproquement, si Graph(F p) agit proprement sur PSLy, on applique la propreté de 1’action au
compact K¢ = {x, {(z) < C} ot C > 0. Alors, quelle que soit la suite (v,),eny € [ telle que
Lty ool (1) = +00, 11 ex1ste x,, € PSO(2) tel que (v, 2,p(7n) ™) = [{(7n) — I{p(¥n)]; donc, pour
n assez grand, |I(v,) — l(p(vn)| > C, et ceci quelque soit C'; (1) est donc vérifié.

DEerINITION 3.2 (voir [1] et [9]). — La norme stable sur H1(S, R) est définie comme suit :
si he Hi(S,Z), ||hlls = hm —1nf{t (), o v, €' =m1(S) représente nh}

Ensuite, on étend cette définition par homogénéité aux points rationnels de H,(S, R), puis par uniforme
continuité a tout Hi(S, R). Sur H*(S, R), la norme stable est définie par dualité.

LemME 3.3 [Non régénérescence des représentations hyperboliques]. — Si une représentation
hyperbolique de la forme p(vy) = Exp(u(v)/2) est admissible alors, pour tout ~v élément de T,
[u(v)] < #().
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Démonstration. — Si A = {(((1 2)} alors

l(A) = 2]()g(1/2(\/(1,2 +R2 42+ 2424+ Va2 + 02+ 2+ d? - 2).

Comme tout élément v de I" est hyperbolique, pour que I’action soit libre il faut que p(y) et v ne
soient pas conjugués, donc que I(p(y)) = t(p()) = |u(~y)| # t(-y) pour tout v non trivial.

Soient vy, 72 € T', deux éléments ne commutant pas; alors v; = P.Exp(t(y,)/2).P~! et
2 = Q.Exp(t(72)/2).Q~" avec P~1Q = A, aucune des deux diagonales n’étant nulle. Si on
note u(~y;) = u; et t(y;) = #;, nous obtenons, comme condition nécessaire, que :

lim [(P.Exp(nit1/2).P7 Q.Exp(nata/2).Q7") — |njuy + nousg| = +oo.

A R

soit

lim

l( a.cé(nxtl%ﬂut‘g) b.e%(nlt,—n)tg)
R

C.e%(”zt‘l_”ltl) d.(),—é(ﬂltl-*-'lziz) ]) - lnlul + ’ILQ’U,2| = toc.
On peut simplifier I’expression de la maniére suivante : Si a # 0 alors /(71" .v5?) = nit; +nat2+0(1)
quand n; et ny tendent vers +o00. Si ¢ = 0, alors d # 0 car a et d ne sont pas simultanément nuls.
Alors, en remplagant y; et o par leurs inverses, on obtient : (" .v3?) = nit; + nots + O(1)
quand n; et ny tendent vers +o.

On obtient donc comme condition nécessaire pour la propreté :

(2) Yy1. 2 € I ne commutant pas, lim,,, .o [R1t1 + Nty — [n1ug + nouz| | = +0c.

Comme I" n’est pas abélien, v € Hom([', R) est non injectif; il existe donc un élément de v; de T',
tel que |u)| < ;.

Supposons qu’il existe un élément o de I' tel que |ug| > £5. Alors il ne commute pas avec 7, et
comme [(y{"v5?) = (v "*y;"'), on peut supposer u; > 0.

Si u(7y1) et u(ry2) sont de méme signe (positif), on peut alors choisir n; et n, arbitrairement grands
et tels que nq(t1 — w1) + na(te — u2) = |nity + nota — [nyus + noug| reste borné. Ceci contredit
le critere de propreté (2).

Si u(y1) et u(-y2) sont de signes opposés, de méme on peut choisir n; et ny arbitrairement grands
tels que 711y + nouy reste négatif (i.e. nq/ny < —ug/uy) et que nq(ty +uy ) +na(ta +us) reste borné
(comme (—ug — t2)/(t1 + u1) < —ug/uy il suffit que ny/no = (—ug — ta)/(t1 + ur) + O(1/ny)).
Ceci contredit (2). Ainsi, pour que I’action soit propre, il faut, pour tout élément v € I, que
[u(V)] < ().

THEOREME 3.4. — Les représentations hyperboliques sont de la forme p(y) = Exp(u(y)/2)
(a conjugaison pres) et sont admissibles si et seulement u est dans la boule unité ouverte de la
norme stable de H'(S, R).

Démonstration. — D’apres le lemme précédent, si la représentation p est admissible, pour tout +
élément de I', |u(y)| < t(v), soit, pour tout h dans H(S, Z),

lu(h)] < lim 1/n inf{#(~)/~ représente nh},

c’est-a-dire |u(h)| < [|h||s, soit |lulls < 1, mais, d’aprés le théoréme 2.3, I’ensemble est ouvert
donc |jufl, < 1. Réciproquement, si |jull; < 1, alors pour tout v de I', [u(y)] < |Jull,t(v) et
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[u( )| < (), soit limyyy o [(7) — |u(y)] = +o0. La représentation est donc admisssible
d’apres le lemme 3.1. Ceci démontre le lemme 3.4 et le théoréme 2.1.
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