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R�esum�e : Le but de cet expos�e est de construire toutes les vari�et�es anti-de Sitter compactes de dimension 3

poss�edant un champ de Killing non trivial.

1. Introduction

Une structure pseudo-riemannienne sur une vari�et�e M de dimension n consiste en la donn�ee
d'un tenseur sym�etrique non d�eg�en�er�e d'une certaine signature. Le cas riemannien correspond �a une
signature (n; 0), le cas lorentzien �a une signature (n � 1; 1). Tout comme dans le cas riemannien,
on peut d�e�nir �a partir d'une structure pseudo-riemannienne une connexion de Levi-Civita, des
g�eod�esiques, un tenseur courbure...

Les vari�et�es lorentziennes �a courbure n�egative constante �egale �a �1 sont appel�ees anti-de Sitter.
En dimension 3, elles sont model�ees sur le groupe de Lie PSL2(R) (not�e PSL2) muni de sa forme de
Killing divis�ee par 8. Cette structure lorentzienne sur PSL2 poss�ede l'avantage d'être bi-invariante
et compl�ete: si on associe l'espace tangent �a PSL2 en l'identit�e �a l'alg�ebre de Lie des champs de
vecteurs invariant par multiplication �a gauche: psl2 = fA 2 M2(R) tel que tr(A) = 0g, alors la
forme de Killing K s'exprime ainsi: K(A;B) = tr(A:B) o�u A et B sont �el�ements de psl2. Le groupe
d'isom�etrie de cette structure est I = PSL2�PSL2o (Z2�Z2) o�u G = PSL2�PSL2 sous-groupe
d'indice 4 agit par multiplication �a gauche, et par multiplication �a droite par l'inverse et Z2 � Z2

est engendr�e par le passage �a l'inverse et la conjugaison par u =

" 
1 0
0 �1

!#
.

Les premiers exemples de vari�et�es anti-de Sitter ferm�ees de dimension 3 sont obtenus en quo-
tientant le revêtement universel de PSL2, gPSL2 par un de ses sous-groupes discrets cocompacts
~� agissant par multiplication �a gauche. Les d�eformations non-standards de tels exemples ont �et�e
d�ecouvertes par E.Ghys et W.M.Goldman (voir [4], [6]). Elles sont obtenues en quotientant gPSL2

par Graph(~�; ~�) = f(x; ~�(x)); x 2 ~�g, o�u ~� est une repr�esentation de ~� dans gPSL2, proche de la
repr�esentation constante. En fait, des quotients similaires permettent d'obtenir toutes les vari�et�es
anti-de Sitter compactes de dimension 3, modulo revêtement �ni, en e�et:

1. De telles vari�et�es ont comme revêtement universel lorentzien gPSL2. Attention, ce r�esultat
n'est pas trivial, car contrairement au cas riemannien o�u toutes les vari�et�es compactes sont com-
pl�etes, dans le cas lorentzien la compl�etude g�eod�esique des vari�et�es compactes n'est vraie que dans
des cas tr�es particuliers. Dans le cas de la courbure constante, B.Klinger l'a montr�e en g�en�eralisant
r�ecemment le r�esultat qu' Yves Carri�ere avait obtenu sur les vari�et�es lorentziennes de courbure nulle
(voir [3],[7]). Ces r�esultats ont permis de construire toutes les vari�et�es lorentziennes compactes de
courbure nulle et de montrer qu'il n'existait pas de vari�et�es compactes de Sitter c'est �a dire de
courbure constante +1.

2. Kulkarni et Raymond ont montr�e (voir [9]) que les vari�et�es anti-de Sitter compactes de
dimension 3 �etaient en fait obtenues comme quotient d'un revêtement �ni de PSL2. De plus, les
seuls sous-groupes de G agissant de fa�con libre propre et cocompacte sur PSL2 sont de la forme
(modulo inversion de facteurs) Graph(�; �) = f(
; �(
)); 
 2 �g, o�u � est un sous-groupe de PSL2,
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isomorphe au groupe fondamental d'une surface ferm�ee, et � une repr�esentation de ce sous-groupe
dans PSL2.

Si un tel groupe agit proprement, librement et donne un quotient compact, la repr�esentation
sera appel�ee �-admissible ou admissible s'il n'y a pas d'ambiguit�e .

Trouver toutes les repr�esentations �-admissibles, pour tout � sous-groupe cocompact sans tor-
sion de PSL2, est donc �equivalent �a la classi�cation des vari�et�es anti-de Sitter compactes de di-
mension 3 modulo revêtement �ni.

Un champ de Killing sur une vari�et�e lorentzienne M est un champ de vecteur engendrant un 
ot
isom�etrique. Comme les seuls champs de Killing non triviaux sur PSL2 sont ceux engendr�es par
les sous-groupes �a un param�etre de G, l'�etude des vari�et�es anti-de Sitter de dimension 3 admettant
un champ de Killing non trivial �equivaut �a trouver toutes les repr�esentations admissibles dans des
sous-groupes �a un param�etre (i.e. dans des sous-groupes ab�eliens).

Notations : si A est un �el�ement de SL2(R), son image dans PSL2 sera not�ee [A]. La matrice
2-2 diagonale de diagonale (el, e�l) sera not�ee Exp(l) de même que sa projection dans PSL2.
Le demi-plan de Poincar�e H2 sera muni de la distance hyperbolique dH2 , on identi�e son groupe
d'isom�etries �a PSL2.
Dor�enavant, � sera un sous-groupe de PSL2 discret cocompact sans torsion c'est-�a-dire isomorphe
au groupe fondamental d'une surface hyperbolique S = H

2=�. �A chaque �el�ement 
 de � est as-
soci�ee une g�eod�esique ferm�ee sur S dont la longueur sera not�ee t(
) = infx2H2 dH2

(x; 
(x)) =
2Argch(1=2 tr(
)).

2. Principaux r�esultats

Th�eor�eme 2.1 (Classi�cation des repr�esentations ab�eliennes admissibles)
Les repr�esentations �-admissibles � dans des groupes �a un param�etre sont:
(i) toutes les repr�esentations elliptiques ou paraboliques,
(ii) les repr�esentations hyperboliques de la forme �(
) = Exp(u(
)=2) (�a une conjugaison pr�es)
telles que u 2 Hom(�;R) appartienne �a la boule unit�e ouverte de la norme stable (voir [1] et 3.2
plus bas) k ks d�e�nie sur H1(S;R).

Corollaire 2.2 (Classi�cation des vari�et�es ferm�ees anti-de Sitter de dimension 3 admettant un
champ de Killing non trivial): Modulo revêtement �ni, ce sont les quotients de PSL2 par le graphe
d'une repr�esentation d'un sous-groupe � d�ecrite dans le th�eor�eme 2.1.

Interpr�etations : Dans le cas d'une repr�esentation dans un sous-groupe �a un param�etre, le 
ot
engendr�e par ce sous-groupe dans PSL2 passe au quotient. Ainsi, dans le cas hyperbolique, �a chaque
�el�ement 
 2 � est associ�ee une orbite p�eriodique dans le quotient de p�eriode j t(
)� ju(
)j j, o�u
t(
) est la longueur de la g�eod�esique ferm�ee dans S associ�ee �a 
.
Le morphisme u est un �el�ement deHom(�;R) qui peut être �etendu de mani�ere triviale en un �el�ement
de H1(S;R). Lorsque l'on d�eforme la repr�esentation triviale le long d'une repr�esentation ab�elienne
hyperbolique, la d�eg�en�erescence est obtenue seulement lorsqu'il apparait un h de H1(S;R) tel que
ju(h)j = khks o�u k ks repr�esente ici la norme stable de H1(S;R). Lorsque h est un point rationnel,
cette condition exprime le fait qu'une g�eod�esique ferm�ee dans le quotient devient de p�eriode nulle.
Ce th�eor�eme a�rme de plus qu'il n'y a pas de r�eg�en�erescence (i.e. pas de repr�esentations admissibles
telles que t(
)� ju(
)j < 0). Ainsi, toute repr�esentation ab�elienne admissible est obtenue �a partir
d'une d�eformation continue de la repr�esentation constante le long des repr�esentations ab�eliennes
admissibles et l'ensemble de ces repr�esentations est donc connexe par arc.

Th�eor�eme 2.3 L'ensemble des repr�esentations �-admissibles est un ouvert de Hom(�; PSL2).
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3. D�emonstrations:

Nous ne donnerons ici qu'un r�esum�e rapide des d�emonstrations pour plus de pr�ecision voir [10].
a. Id�ee de la preuve du th�eor�eme 2.3 :

La preuve utilise le fait que les structures anti-de Sitter sont compl�etes (voir [7]) et donc d'apr�es
un principe observ�e par Ehresmann (voir [11], [6], [5]), on peut d�eformer une telle structure pour
obtenir des vari�et�es di��eomorphes.

b. R�esum�e de la d�emonstration du th�eor�eme 2.1 :
Remarques : comme Graph(�; �) est discret dans G et sans torsion, la libert�e de son action sur
PSL2 d�ecoule de la propret�e. Soit � une repr�esentation ab�elienne telle que Graph(�; �) agisse pro-
prement, librement sur PSL2. Le revêtement universel du quotient M� est topologiquement R3

et son groupe fondamental �1(M�) est isomorphe au groupe fondamental de la vari�et�e compacte
PSL2=�. Ainsi, H3(�1(M�);R) 6= 0 et l'action de Graph(�; �) est cocompacte, il su�t donc de v�eri-
�er que Graph(�; �) agisse proprement, librement sur PSL2 pour qu'il agisse de fa�con cocompacte.
Le probl�eme d'admissibilit�e est invariant par conjugaison de � par un �el�ement de PSL2.
(i) Cas elliptique ou parabolique:
Cas elliptique :

On peut construire sur PSL2 une m�etrique riemannienne g invariante par Graph(�; �) qui agit
alors de fa�con propre comme sous-groupe discret des isom�etries de g.
Cas parabolique :

Toute repr�esentation parabolique est conjugu�ee �a une repr�esentation proche de la repr�esentation
triviale. On conclut alors par le th�eor�eme 2.3 (voir [6] et [5]).
(ii) Cas hyperbolique : on va utiliser un crit�ere dû dans le cas g�en�eral �a Y. Benoist (voir [2]).

Lemme 3.1 (Crit�ere de propret�e) Le sous-groupe Graph(�; �) de G agit proprement sur PSL2 si
et seulement si : (1) liml(
)!1 jl(
)� l(�(
))j= +1; o�u l(
) = 2dH2(i; 
(i)).

D�e�nition 3.2 (voir [1] et [9]) La norme stable sur H1(S;R) est d�e�nie comme suit :

si h 2 H1(S;Z); khks = lim
n!1

1

n
infft(
n); o�u 
n 2 � = �1(S) repr�esente nhg

Ensuite, on �etend cette d�e�nition par homog�en�eit�e aux points rationnels de H1(S;R), puis par
uniforme continuit�e �a tout H1(S;R). Sur H

1(S;R), la norme stable est d�e�nie par dualit�e.

Lemme 3.3 (non r�eg�en�erescence des repr�esentations hyperboliques)
Si une repr�esentation hyperbolique de la forme �(
) = Exp(u(
)=2) est admissible alors, pour tout

 �el�ement de �, ju(
)j < t(
):

La preuve de ce lemme est obtenue en appliquant le crit�ere de propret�e 3.1 �a des produits du type

n11 :
n22 , o�u 
1 et 
2 sont des �el�ements de �.

Lemme 3.4 Les repr�esentations hyperboliques sont de la forme �(
) = Exp(u(
)=2) (�a conjugai-
son pr�es) et sont admissibles si et seulement u est dans la boule unit�e ouverte de la norme stable
de H1(S;R).

Preuve : D'apr�es le lemme pr�ec�edent, si la repr�esentation � est admissible, pour tout 
 �el�ement
de �, ju(
)j < t(
) soit, pour tout h dans H1(S;Z), ju(h)j � limn!1 1=n infft(
)=
 repr�esente
nhg, c'est-�a-dire ju(h)j � khks, soit kuks � 1 mais d'apr�es le th�eor�eme 2.3, l'ensemble est ou-
vert donc kuks < 1. R�eciproquement, si kuks < 1, alors pour tout 
 de �; ju(
)j � kukst(
) et
ju(
)j � kuksl(
), soit liml(
)!1l(
)�ju(
)j= +1: La repr�esentation est donc admisssible d'apr�es
le lemme 3.1. Ceci d�emontre le lemme 3.4 et le th�eor�eme 2.1.
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Remarques:

Ce r�esultat peut s'�etendre aux repr�esentations r�esolubles. En e�et, si � est une repr�esentation de
� dans un sous-groupe r�esoluble, trouver si elle est admissible revient �a trouver toutes les repr�e-
sentations admissibles dans le groupe des matrices triangulaires sup�erieures GA ou dans NP1(A),
le normalisateur dans PSL2 des matrices unipotentes sup�erieures.
Or toutes les repr�esentations dans NP1(A) sont admissibles car elles v�eri�ent le crit�ere de propret�e
de Benoist (t(�(
)) = 0 pour tous les �el�ements de �).
Si on �etudie les repr�esentations dans GA de la même mani�ere que pr�ec�edemment, on associe �a
chaque matrice �(
) un homomorphisme u 2 Hom(�1(S);R), tel que ju(
)j = 2Arch(1=2tr(
)) et
les mêmes calculs montrent que la repr�esentation est admissible si et seulement si u est dans la
boule unit�e ouverte de la norme stable.

Dans le cas non-r�esoluble, Goldman (voir [6]) a montr�e que les repr�esentations discr�etes �d�eles
n'�etaient jamais admissibles, par contre dans les autres cas, la condition t(�(
)) < t(
) pour tout

 2 � reste une condition n�ecessaire d'admissibilit�e et la condition l(�(
))< A:l(
) avec 0 < A < 1
une condition su�sante.

Contrairement �a ce que l'on pouvait penser, les repr�esentations admissibles ne sont pas toutes
des d�eformations de la repr�esentation constante car l'ensemble des repr�esentations admissibles n'est
pas connexe, on peut en e�et construire des repr�esentations de classe d'Euler non maximale, ad-
missibles pour toutes classes d'Euler paires.
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et ses conseils.
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